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Abstract
Most minerals in the earth are crystalline substances of low symmetry and thus aniso-
tropic. The effects of this microscopic anisotropy can be mostly neglected due to random
orientation of the individual crystals.
Processes resulting in some ordering of crystals can produce areas of macroscopic aniso-
tropy on the scale which affects the propogation of seismic waves. Observation of these
effects in turn allows conclusions about the processes responsible for the ordering.
The geodynamic processes like mantel convection and continental drift with resulting me-
chanical stress and deformations are probably the most interesting possible sources of
macroscopic anisotropy.
Calculation of seismic wave fields for a generic anisotropic and thus aspherical earth re-
quires an accurate balance of assumptions and simplifications. Most methods are based on
perturbation theory. Woodhouse and Dahlen [16] formulated a degenerative perturbation
method which can deal with mode coupling restricted to the singlets inside one multiplet
of originally degenerated modes. The generalisation of this method by Woodhouse [15]
takes the coupling between multiplets into account.
The perturbated wave field can be considered as the sum of the scattered waves for all
modes of the unperturbated field. In the simplest case the field before scattering is assumed
to be unperturbated. In more advanced methods the multiple scattering is taken into
account.
In this work we consider a generic perturbation of the radial symmetric earth model and
develop a method to calculate the scattering of seismic waves for epicentric distances less
than 45◦.
This represents a generalization of Friederichs [6] method originally restricted to isotropic
lateral heterogenities. Based on summation of scattered waves associated with different
mode branches, it is effective enough to be used for frequecies up to 200 mHz and therefore
sensitive for model details on the scale of 10 km. The generalized method introduced
here preserves these advantages but is suitable for a wider class of aspherical asymmetries
including anisotropy, earth rotation, asphericity of boundary surfaces and deviatoric initial
stress perturbations.
The basic idea is to consider the scattering field
vk′m′ = − 1
ω2k′ − ω2
∑
k,m
(sk′m′ , Zˆskm)ukm(ω) (1)
6
7derived with perturbation methods and to simplify the coupling matrix elements
(sk′m′ , Zˆskm) =
∫
V
s∗k′m′ [H −H0 − (ρ− ρ0)ω2]skmdV (2)
in a way allowing to introduce independent scalar field potentials for each overtone branch
n.
We do not make any further assumptions about the form of matrix Zˆ, except the reasonable
restriction that it should be biliniar in terms of displacement vector and its first space
derivatives.
To illustrate the theory we apply it to anisotropic perturbations and calculate the coup-
ling of spheroidal and toroidal modes. In particular we consider pseudo-Love and pseudo-
Rayleigh waves in a transversely isotropic earth and discuss their dependency on model
parameters.
In Appnedix we calculate a complete catalog of sensitivity kernels for each component of
the elastic tensor in both spherical and canonical coordinates.
8Tabelle 1: Symbolverzeichnis
∇1 Oberfla¨chengradient: eθ ∂∂θ + eφ 1sin θ ∂∂φ
∇21 Laplace-Operator auf der Kugeloberfla¨che: ∂
2
∂θ2 + cot θ
∂
∂θ +
1
sin2 θ
∂2
∂φ2
a Erdradius
β Winkelabstand zwischen dem Streuer und dem Empfa¨nger. Siehe Abbil-
dung 3.1
C, δCijkl Tensor der Materialkonstanten beziehungsweise desen Perturbation:
δCijkl = (δk − 23δµ)δijδkl + δµ(δikδjl + δilδjk) + γijkl
Dˆnl(r) Unl(r)er + Vnl(r)∇1 +Wnl(r)r×∇1
δij Kronecker-Tensor, Einheitstensor
δω
(α,σ)
kk′ Radiale Integrale, die die Sto¨rung beschreiben, wie mit (2.8) definiert.
Diese Gro¨ssen sind renormiert in (6.29)
e0, e+, e− Basisvektoren im kanonischen Koordinatensystem wie im Anhang A.2
definiert ist.
 Tensor der Deformation.
ijk Total antisymmetrischer Tensor dritter Ordnung.
f Kraftdichte
γl
√
2l+1
4pi
γαβµν Anisotropietensor
Gˆ
(α)
l Differenzialoperator, der im Anhang C definiert ist.
Hˆ Differenzialoperator, der die Modelleigenschaften im Sinne der Bewe-
gungsgleichung Hˆu − ρω2u = f beinhaltet. Hˆ0 representiert dabei das
Referenzmodell und Hˆ1 das gesto¨rte Modell.
H
(2)
N Hankelfunktion
JN Besselfunktion
Kˆ Potenzialfaktor wie in (7.2) definiert
k Kompressionsmodul
µ Schermodul
Ωnl
√
(l+n)(l−n+1)
2
Ωr Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation
Ω Fla¨chenelement der Kugeloberfla¨che
ωnl Eigenfrequenz der SNREI Erde
PNlm verallgemeinerter assoziierter Legendrepolynom wie im Anhang A.3 de-
finiert
Plm assoziierter Legendrepolynom wie im Anhang A.3 definiert
Qkmk′m′ biliniare Form fu¨r die Kopplungsmatrize Z
r Koordinatenvektor im Raum
rR, θR, φr Koordinaten des Empfa¨ngers
rS , θS , φS Koordinaten des Streuers
ρ Dichte
snlm Oberfla¨cheneigenfunktionen (1.4) des Referenzmodells
Θαl
√
(l−|α|)!
(l+|α|)!
u0 Verschiebungsvektor im Referenzmodell
u Verschiebungsvektor im gesto¨rtem Modell
vnn′ Verschiebungsvektor des n-ten Oberton des Streufeldes induziert durch
den n’-ten Oberton des Referenzfeldes
U, V,W radiale Eigenfunktionen des Referenzmodells
ξ Streuwinkel. Siehe Abbildung 3.1
Y Nlm verallgemeinerte Kugelfunktion wie im Anhang A.3 definiert
Ylm Kugelfunktion wie im Anhang A.3 definiert
Zˆ, Z Kopplunsoperator beziehungweise Kopplungsmatrix (2.4)
Die Vektoren und Tensoren ho¨herer Ordnung sind mit Fettschrift ge-
druckt.
Teil I
Einfu¨hrung
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Vorliegende Arbeit bescha¨ftigt sich mit der Streuung der seismischen Wellen infolge un-
terschiedlicher, unter Anderen anisotroper, Sto¨rungen der spha¨rischen Symmetrie des Mo-
dells. Die Streuwellen u¨belagern das Referenzsignal und ermo¨glichen Ru¨ckschlu¨sse auf die
verursachende Sto¨rung. Zur quantitativen Interpretation seismischer Signale bedient man
sich unterschiedlichen Inversionsverfahren. Da die Mehrzahl dieser Verfahren als Optimie-
rung der synthetischen Seismogramme durch Variation der Modellparameter durchgefu¨hrt
werden, bildet die Berechnung des Wellenfeldes fu¨r das vorgegebene Modell, die Vorwa¨rts-
rechnung, eine Basis fu¨r die ku¨nftige Inversion. Die Parameter, mit denen bei der Vorwa¨rts-
rechnung das Modell beschrieben wird, sind genau die Gro¨ssen, die bei der Inversion durch
die Angleichung an das gemessenen seismischen Signal bestimmt werden ko¨nnen.
Bei der Aufstellung eines Modells fu¨r die Erde als Ganzes bietet Kugelsymmetrie der Erde
eine natu¨rliche Vereinfachung. Die Bewegungsgleichungen spalten sich in diesem Fall in
gewo¨hnliche Differenzialgleichungen fu¨r die einzelnen spha¨rischen Koordinaten auf und
eine analytische Lo¨sung des Problems kann gefunden werden.
Die Erde ist aber nicht ganz kugelsymmetrisch. Folgende Pha¨nomene zum Beispiel verletz-
ten die Symmetrie: Erdrotation und daraus resultierende Aspha¨rizita¨t der Erdoberfla¨che
und des Gravitationsfeldes, inhomogene Materialverteilung, Anisotropie des Gesteines.
Betrachtet man eine allgemeinere Klasse der Modelle, bei der die spha¨rische Symmetrie
fehlt, so denkt man zuerst an die Modelle, bei denen die Symmetrie nur leicht verletzt
ist. In diesem Fall kann das Problem mit Hilfe der Sto¨rungstheorie analysiert werden.
Da selbst bei kleinen Symmetriesto¨rungen der Rechenaufwand fu¨r die Berechnung des
Sto¨rfeldes sehr hoch ist, beschra¨nkt man sich dabei auf den langwelligen Teil des Seis-
mogrammspektrums. Gro¨ssere Wellenla¨ngen ermo¨glichen eine gro¨bere Diskretisierung der
Erdstruktur. Gleichzeitig reduziert sich die Anzahl der ungesto¨rten Moden, die bei der
Sto¨rungsrechnung beru¨cksichtigt werden mu¨ssen.
Die Grundlagen fu¨r die sto¨rtheoretische Berechnung der synthetischen Seismogramme
entstanden noch in den siebziger Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts durch Arbeiten
von Woodhouse, Dahlen [16] , [15] und anderer. Eine effiziente Umsetzung dieser Theorie
beno¨tigt aber eine Reihe weiterer Annahmen und Vereinfachungen.
Neben der klassischen Sto¨rtheorie, bei der die Eigenfrequenzen und Eigenfunktionen des
gesto¨rten Modells direkt berechnet werden, hat sich eine Vorgehensweise etabliert, bei
der das gesto¨rte Signal aus Streubeitra¨gen einzelner Moden aufsummiert wird. Eine na-
he liegende Vereinfachung bietet dabei die Annahme, dass die einfallende Welle u¨berall
gleich dem ungesto¨rtem Referenzsignal ist. Diese so genannte Bornsche Na¨herung wurde
in spa¨teren Arbeiten durch die Beru¨cksichtigung der mehrfachen Streuung pra¨zisiert.
Friederich [6] entwickelte eine Methode zum Berechnen der synthetischen Seismogrammen
fu¨r Erdmodelle mit isotropen elastischen Inhomogenita¨ten. Seine Methode beru¨cksichtigt
mehrfache Streuung in die Richtung der Wellenausbreitung.
Die vorliegende Arbeit beinhaltet eine Verallgemeinerung der Methode von Friederich [6]
auf eine breitere Gruppe der Symmetriesto¨rungen wie anisotrope Inhomogenita¨ten, Per-
turbationen der Dichte und Initialspannung sowie Erdrotation. Eine besondere Aufmerk-
samkeit wird den Auswirkungen beliebiger Asymmetrien in Verteilung der elastischen Ma-
terialeigenschaften gewidmet. Insbesondere werden die Effekte der anisotropen Sto¨rungen
untersucht um die Inversion der anisotropen Erdmodelle zu ermo¨glichen.
Teil II
Grundlagen
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In den folgenden Abschnitten werden synthetische Seismogramme als Summe der Streu-
beitra¨gen einzelner Eigenschwingungen, oder Moden, dargestellt. Aus diesem Grund bil-
det die Theorie der Eigenschwingungen der symmetrischen Erde die Grundlage fu¨r die
sto¨rtheoretische Behandlung assymmetrischer Modellen.
Wir fangen mit der Beschreibung der spha¨rischsymmetrischen, nichtrotierenden, perfekt
elastischen und isotropen (SNREI) Erde an und geben anschliessend einen U¨berblick u¨ber
die klassische Sto¨rungstheorie.
Kapitel 1
Symmetrische Erde
Die Abku¨rzung SNREI steht fu¨r Spha¨rischsymmetrische, Nicht Rotierende, Elastische und
Isotrope Erde. In diesem Kapitel betrachten wir die Eigenschwingungen der SNREI Erde.
Fu¨r ein bestimmtes Erdmodell kann die Bewegungsgleichung fu¨r den Verschiebungsvektor
u im Frequenzbereich in folgender Form geschrieben werden:
Hˆu− ρω2u = f , (1.1)
wobei Hˆ ein Differenzialoperator ist, der die Eigenschaften des Modells beinhaltet. Die
Kraftdichte f repra¨sentiert a¨ußeren Kra¨fte, zum Beispiel die Kra¨fte, die an der Erdober-
fla¨che oder an der Quelle wirken.
Fu¨r die symmetrische Erde kann man schreiben
Hˆ0u
0 − ρ0ω2u0 = f . (1.2)
Dabei repra¨sentiert der Operator Hˆ0 das SNREI Modell.
In Abwesenheit a¨ußerer Kra¨fte, f = 0, ist die Lo¨sung snlm des Eigenwertproblems (1.2)
bekannt:
Hˆ0snlm = ρ0ω
2
nlsnlm , (1.3)
wobei die Eigenfunktionen snlm von zwei unabha¨ngigen Auspra¨gungen sein ko¨nnen:
sSnlm(r) = Dˆ
S
nl(r)Ylm(θ, φ) (1.4)
sTnlm(r) = Dˆ
T
nl(r)Ylm(θ, φ) ,
dabei sind Ylm(θ, φ) die im Anhang A.3 definierten Kugelfunktionen.
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Der Differenzialoperator Dˆnl(r) entha¨lt radiale Eigenfunktionen Unl(r), Vnl(r) undWnl(r),
die von der Erdstruktur, das heißt von Verteilung der Materialeigenschaften, abha¨ngig sind:
DˆSnl(r) = Unl(r)er + Vnl(r)∇1 (1.5)
DˆTnl(r) = −Wnl(r)er ×∇1 , (1.6)
wobei ∇1 = eθ ∂∂θ + eφ 1sin θ ∂∂φ der Oberfla¨chengradient ist.
Die erste Variante erzeugt die Spha¨roidalmoden sSnlm. Die zweite erzeugt die divergenzfreien
Toroidalmoden sTnlm, deren Verschiebungsvektor keine radiale Komponente aufweist. Wir
lassen den oberen Index dort, wo unsere Aussagen fu¨r beide Wellentypen gelten, weg. In
anderen Fa¨llen schreiben wir stnlm wobei der Index t einen der Werte S oder T annehmen
kann.
Die Funktionen snlm beschreiben die Eigenschwingungen der SNREI Erde. Die Ru¨ckstell-
kra¨fte dabei sind sowohl elastischer als auch gravitativer Natur, wobei die Letzteren nur
bei tiefen Frequenzen eine Rolle spielen [3].
Die Eigenzahlen n, l und m bestimmen die Knotengeometrie, wobei n die Knotenspha¨ren,
m die Knotenmeridiane und l die Knotenbreitenkreise definieren. Aus Symmetriegrunden
ko¨nnen die Eigenfrequenzen nicht von m abha¨ngen und wir bekommen fu¨r jedes Paar n, l
ein Multiplet von 2l+1 entarteten Singlets mit der Frequenz ωnl. Die tiefste Frequenz von
ca. 0.3 mHz hat die Mode s0,2 mit der Periode von 54 Minuten.
Die Moden mit n = 0 werden als Fundamentalmoden bezeichnet. Superposition der Fun-
damentalmoden bei ho¨heren l beschreibt die Oberfla¨chenwellen. Die spha¨roidalen Moden
interferieren dabei zu den Rayleigh-Wellen und die toroidalen Moden zu den Love-Wellen.
U¨berlagerungen von den Oberto¨nen (n > 0) bilden ihrerseits die Raumwellen und deren
Reflexionen.
Die Moden mit l = 0 werden als Radialmoden bezeichnet und haben keine tangenziale
Komponenten im Verschiebungsvektor. In der realen anelastischen Erde da¨mpfen sich die
Schwingungen am effizientesten durch Scherdeformation. Aus diesem Grund haben die
Moden mit der geringeren Scherdeformation den ho¨heren Gu¨tefaktor. So zum Beispiel
die radiale Fundamentalmode S0,0, deren Gu¨tefaktor um eine Gro¨ßenordnung u¨ber dem
U¨blichen liegt.
Einen guten U¨berblick u¨ber die physikalischen Eigenschaften einzelner Moden bieten die
Artikeln von Mu¨ller und Zu¨rn [12] sowie von Zu¨rn und Widmer-Schnidrig [18].
Definiert man einen Skalarprodukt als ein Volumentintegral (u,v) =
∫
u∗v dV , so sind
die Funktionen stnlm orthogonal im Sinne von (s
t
nlm, ρ0s
t′
n′l′m′) = δnn′δll′δmm′δtt′ und bilden
sowohl fu¨r die einzelnen Werte t ∈ (S, T ) als auch fu¨r beide Modentypen zusammen ein
vollsta¨ndiges orthogonales Basissystem fu¨r den jeweiligen Funktionsraum.
Nimmt man die toroidateln und die spha¨roidalen Eignefunktionen zusammen, so kann das
Fourier-transformiertes Verschiebungfeld eines beliebigen Erdmodells als eine Superpositi-
on der Eigenfunktionen dargestellt werden:
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u(r, ω) =
∑
k,m
ukm(ω)skm(r) . (1.7)
Wir benutzen Subindex k stellvertretend fu¨r die Indizes n, l und t ∈ (S, T ).
Die Tatsache, dass die Eigenfunktionen der symmetrischen Erde ein vollsta¨ndiges, ortho-
gonales Funktionssystem bilden, ha¨ngt mit der Energieerhaltung zusammen: ein System,
in dem Energie erhalten bleibt, wird durch ein hermitischer Operator Hˆ0 beschrieben. Die
Eigenfunktionen eines hermitischen Operators ihererseits bilden ein vollsta¨ndiges, ortho-
gonales Funktionssystem ([13] beziehungsweise [3], Seite 112).
Kapitel 2
Asymmetrishe Erde
Bricht man die von SNREI Modell vorausgesetzte Symmetrie, so a¨ndern sich die Eigenfre-
quenzen und Funktionen. Bei kleinen Symmetriesto¨rungen lassen sich diese A¨nderungen
na¨herungsweise auf die folgenden Effekte zuru¨ckfu¨hren.
Als erstes wird die Entartung innerhalb eines Multiplets aufgehoben und die Eigenfre-
quenzen ωnlm teilen sich fu¨r unterschiedliche m auf. Als zweites entsteht die Kopplung
der Moden fu¨r die unterschiedlichen Indizen n, l und t. Die gekoppelten Moden regen sich
gegenseitig an und treten im Spektrum gemeinsam auf.
Wir betrachten hier den allgemeinen Fall einer kleiner Symmetriesto¨rung und behandeln
sie mit Methoden der Sto¨rungstheorie.
Weicht ein bestimmtes Erdmodell nur unwesentlich von der SNREI ab, so ko¨nnen der
Operator Hˆ1 = Hˆ − Hˆ0 als Sto¨rungsoperator und das Feld v = u − u0 als Sto¨rfeld
betrachtet werden:
Hˆ = Hˆ0 + Hˆ1
ρ = ρ0 + ρ1
u = u0 + v
|v|  |u| . (2.1)
Setzt man (2.1) in (1.1), so folgt daraus unter Beru¨cksichtigung von (1.2)
(Hˆ0 − ρ0ω2)v = −(Hˆ1 − ρ1ω2)u (2.2)
oder
(Hˆ0 − ρ0ω2)v = −Zˆu .
wobei Zˆ = Hˆ1 − ρ1ω2.
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Bilden wir ein Skalarprodukt mit einer bestimmten Eigenfunktion sk′m′ , so bekommt man
unter der Beru¨cksichtigung der Orthogonalita¨t der Eigenfunktionen:
vk′m′ = − 1
ω2k′ − ω2
∑
k,m
(sk′m′ , Zˆskm)ukm(ω) . (2.3)
Die Gleichungen (2.3) und (2.1) bilden zusammen ein System aus dem das Gesamtfeld u
bestimmt werden kann. Dazu mu¨ssen Elemente der Kopplungsmatrize
(sk′m′ , Zˆskm) = (sk′m′ , [Hˆ − Hˆ0 − (ρ− ρ0)ω2]skm) (2.4)
bekannt sein.
Friederich [6] entwickelte ein Lo¨sungsverfahren fu¨r dieses System fu¨r den Fall des inho-
mogenen isotropen Erdmodells. In den na¨chsten Abschnitten verallgemeinern wir diese
Methode fu¨r eine breitere Klasse der Symmetriesto¨rungen.
Aus (2.3) wird die Bedeutung der Matrix Zˆ ersichtlich: sie beschreibt die Kopplung ein-
zelner Moden infolge der Symmetriesto¨rung. Die Berechnung der Elementen (s′, Zˆs) fu¨r
unterschiedlichen Erdasymmetrien erfolgte in den siebziger Jahren durch Arbeiten von
Woodhouse, Dahlen [16], [15] und anderer.
Wir verzichten an dieser Stelle auf die genaue Herleitung der Matrixnelemente, da der
Großteil unserer Abhandlung sich nur auf einige wenige Eigenschaften dieser Elemente
stu¨tzt. Außerdem wu¨rde eine solche Herleitung den Rahmen dieser Arbeit sprengen.
Der Matrixelement (2.4) kann im Frequenzbereich als Integral u¨ber eine bilineare Form
Qkmk′m′ der Eigenfunktionen und deren Ableitungen dargestellt werden:
(sk′m′ , Zˆskm) =
∫
V
s∗k′m′ [Hˆ − Hˆ0 − (ρ− ρ0)ω2]skmdV
=
∫
V
Qkmk′m′(skm, s
∗
k′m′ ,∇skm,∇s∗k′m′)dV . (2.5)
Interessierter Leser findet im Anahng B eine detaliertere Diskussion u¨ber diese Formulie-
rung.
Entwickeln wir den Verschiebungsvektor und dessen Ableitungen nach verallgemeinerten
Kugelfunktionen, so wird der obere Index der Kugelfunktionen die Werte von −2 bis +2
durchlaufen und die Variation des Lagrange-Funktionals nimmt die folgende schematische
Form an:
Qkmk′m′ = γlγl′
+N∑
α,σ=−N
ξ
(ασ)
kk′ (r, θ, φ)Y
α
lm(θ, φ)Y
σ
l′m′(θ, φ) , (2.6)
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wobei die Gro¨ßen γl =
√
2l+1
4pi
ausgegliedert sind um die ku¨nftigen Formeln zu vereinfachen.
Die Summation u¨ber l,m und l′,m′ fa¨llt dabei weg, da wir jeweils ein bestimmtes Paar
der Eigenfunktion entwickeln.
Die Gro¨ßen ξ
(α,σ)
kk′ (r, θ, φ) ha¨ngen u¨ber die Modellparameter auch von den Winkelkooordi-
naten ab. Getrennt integriert u¨ber den Radius schreiben wir
(sk′m′ , Zˆskm) = (2.7)
γlγl′
∫
Ω
dΩ
+2∑
α,σ=−2
δω
(α,σ)
kk′ (θ, φ)Y
α
lm(θ, φ)Y
σ
l′m′(θ, φ) ,
wobei
δω
(α,σ)
kk′ (θ, φ) =
R∫
0
ξ
(α,σ)
kk′ (r, θ, φ)r
2dr . (2.8)
Die Gro¨ssen δω
(α,σ)
kk′ beinhalten die fu¨r die Streuung relevanten Eigenschaften des Modells.
Ein wesentlicher Teil dieser Arbeit befasst sich mit Berechnen dieser Gro¨ssen fu¨r anisotrope
Symmetriesto¨rungen.
Teil III
Allgemeiner Streuer
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In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Methode von Friederich [6] zum Berechnen
des Streufeldes mit Hilfe der Skalarpotenziale.
Unsere Vorgehensweise unterscheidet sich von Friederichs, indem keine weitere Annahmen
u¨ber die Form der Kopplungsterme δω
(α,σ)
kk′ gemacht werden. Dadurch beha¨lt die Metho-
de ihre Gu¨ltigkeit fu¨r Erdmodelle mit beliebigen kleinen Abweichungen von spha¨rischer
Symmetrie wie zum Beispiel isotrope und anisotrope Inhomogenita¨ten, Perturbationen der
Dichte und Initialspannung oder Erdrotation. Zum Anderen unterscheiden wir durchge-
hend zwischen spha¨roidalen und toroidalen Moden. Das ermo¨glicht uns spa¨ter eine direkte
Behandlung der Wellenkopplung unterschiedlicher Arten.
Der Grundplan der Vereinfachung der Gleichungen (2.3) und (2.7) sieht folgendermassen
aus:
- Als erstes werden die Gleichungen in ein epizentrales Koordinatensystem trans-
formiert.
- Danach werden sowohl das Referenzfeld als auch das Streufeld in optischer
Na¨herung betrachtet und nur die direktlaufenden Wellen beru¨cksichtigt.
- Als na¨chstes wird angenommen, dass nur die Werte in der Na¨he der ungesto¨rten
Eigenfunktionen beziehungsweise Eigenfrequenzen einen Beitrag zum Streufeld
leisten.
- Als letztes werden Skalarpotenziale eingefu¨hrt um gemeinsame erzeugende
Operatoren auszukammern.
Am Ende dieses Abschnittes fassen wir die physikalischen Annahmen und die mathemati-
schen Vereinfachungen, die bei der Herleitung gemacht wurden, zusammen um den Gu¨ltig-
keitsbereich der Methode einzugrenzen bevor wir sie in den darauffolgenden Abschnitten
auf anisotrope Modelle anwenden.
Kapitel 3
Streugeometrie
Fassen wir (2.3) und (2.7) zusammen, so kann ein Entwicklungskoeffizient des Streufeldes
im allgemeinen Fall wie folgt geschrieben werden:
vk′m′ = − γl′
ω2k′ − ω2
∑
k,m
γl
∫
Ω
dΩ
+2∑
α,σ=−2
δω
(α,σ)
kk′ Y
α
lmY
σ
l′m′ukm(ω) . (3.1)
Das Gesamtstreufeld am Empfa¨nger dabei ist
v(rR, θR, φR, ω) =
∑
k,m
vkm(ω)skm(rR, θR, φR) (3.2)
skm(rR, θR, φR) = Dˆk(rR)Ylm(rR, θR, φR) .
Betrachten wir die n′-te Mode des Streufeldes, die durch die n-te Mode des ungesto¨rten
Feldes hervorgerufen wird, so bekommen wir aus (3.1) und (3.2)
vn′n =−
∑
l′,m′
γl′
[
Dˆn′l′(rR, θR, φR)Yl′m′(θR, φR)
] 1
ω2l′ − ω2
× (3.3)
×
∑
l,m
γl
∫
Ω
dΩ
+2∑
α,σ=−2
δω
(α,σ)
ll′ Y
α
lmY
σ
l′m′ulm(ω) ,
wobei rR, θR und φR die Koordinaten des Empfa¨ngers sind und das Integrieren im zweiten
Term u¨ber die Koordinaten θ und φ des Streuers stattfindet. Wir schreiben hier δω
(α,σ)
kk′ als
δω
(α,σ)
ll′ um die fu¨r uns wichtige Abha¨ngigkeit von l und l
′ zu unterstreichen. Die Indizes
n, t und n′, t′ werden im weiteren implizit mitgefu¨hrt.
Das Feld auf der linken Seite der Formel (3.3) ist ein Streufeld von einem bestimmten
Modentyp t′ hervorgerufen durch die Wellen eines bestimmten Modentypen t. Man sollte
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Abbildung 3.1: Streuwinkel ξ und Abstand β, Quelle Q, Streuer S und Empfa¨nger R.
also die zusa¨tzlichen Indizes t und t′ sowohl auf der rechten als auch auf der linken Seite
von (3.3) mitfu¨hren. Im Weiteren verzichten wir auf die expliziten t-Indizes bis auf die
Stellen, wo die Kopplung der Moden unterschiedlicher Typen betrachtet wird.
Der n′-te Oberton des Gesamtfeldes kann jetzt folgendermaßen ausgedru¨ckt werden:
un′ = u
0
n′ +
∑
n
vn′n . (3.4)
Benutzen wir das Additionstheorem der verallgemeinerten Kugelfunktionen
∑
m′
Yl′m′(θR, φR)Y
σ
l′m′(θ, φ) = Yl′σ(β, ξ) ,
so kann (3.3) wie folgt vereinfacht werden:
vn′n(rR, θR, φR, ω) = −
∑
l′
γl′Dˆn′l′
ω2l′ − ω2
×
∫
Ω
dΩ
+2∑
σ=−2
Yl′σ(β, ξ)× (3.5)
×
∑
l
γl
+2∑
α=−2
δω
(α,σ)
ll′ (θ, φ)
∑
m
Y αlm(θ, φ)ulm(ω) ,
wobei β der Winkel zwischen dem Streuer P (θ, φ) und dem Empfa¨nger R(θR, φR) ist und ξ
fu¨r die Streuwinkel steht. Damit wirkt sowohl der Differenzialoperator Dˆn′l′(r) als auch das
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Integrieren u¨ber die Fla¨che Ω auf die Gro¨ßen Yl′σ(β, ξ). Abbildung 3.1 soll die Streugeo-
metrie und den beschriebenen U¨bergang zu den epizentralen Koordinaten verdeutlichen.
Kapitel 4
Potenziale
Das Gleichungssystem (3.4) ermo¨glicht die Berechnung des Gesamtfeldes:
un′ = u
0
n′ +
∑
n
vn′n .
In diesem Abschnitt folgen wir Friederich [6] und vereinfachen das System durch die
Einfu¨hrung von Wellenpotenzialen. Ziel ist es, den Operator Dˆ(r) auszugliedern und zu
eliminieren.
Dafu¨r sollen die beteiligten Felder folgende schematische Form annehmen:
vn′n(r, θ, φ, ω) = Dˆ(r)Φn′n(θ, φ, ω) (4.1)
un(r, θ, φ, ω) = Dˆ(r)Φn(θ, φ, ω) (4.2)
u0n(r, θ, φ, ω) = Dˆ(r)Φ
0
n(θ, φ, ω) . (4.3)
4.1 Optische Na¨herung
Wir fangen mit dem Streufeld (3.5) an:
vn′n(rR, θR, φR, ω) = −
∑
l′
γl′
Dˆn′l′(rR)
ω2l′ − ω2
×
∫
Ω
dΩ
+2∑
σ=−2
Yl′σ(β, ξ)×
×
∑
l
γl
+2∑
α=−2
δω
(α,σ)
kk′
∑
m
Y αlmulm(ω)
und betrachten die erste Summe u¨ber l′.
Der Differenzialoperator Dˆn′l′ ist eine Summe der Glieder mit der Form S
n′l′
d (rR)Oˆd:
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Dˆn′l′ =
∑
d
Sn
′l′
d (rR)Oˆd , (4.4)
wobei Sn
′l′
d (rR) ein Skalar ist und Oˆd ein von l
′ unabha¨ngiger Differenzialoperator, der
ausschließlich Winkelableitungen entha¨lt.
Aus diesem Grund ko¨nnen wir, fu¨r jeden Glied getrennt, die Operatoren Oˆd aus der Sum-
mation u¨ber l′ entfernen. Wir schreiben schematisch:
vn′n(rR, θR, φR, ω) = −
∑
d
Oˆd
∑
l′
γl′S
n′l′
d (rR)
ω2l′ − ω2
×
∫
Ω
dΩ
+2∑
σ=−2
Yl′σ(β, ξ)×
×
∑
l
γl
+2∑
α=−2
δω
(α,σ)
ll′
∑
m
Y αlmulm(ω) .
Um die gewu¨nschte Form (4.1) zu erreichen gehen wir als erstes zu den klassischen Kugel-
funktionen u¨ber. Dazu benutzen wir die Schaltoperatoren
H±n = ∓
∂
∂θ
+ n cot θ +
i
sin θ
∂
∂φ
(4.5)
mit der Eigenschaft [3]
H+n Y
n
lm =
√
(l − n)(l + n+ 1)Y n+1lm (4.6)
H−n Y
n
lm =
√
(l + n)(l − n+ 1)Y n−1lm ,
mit deren Hilfe wir fu¨r α = −2,−1, 0, 1, 2 schreiben:
γlY
α
lm =
γl
Θαl
Gˆ
(α)
l Y
0
lm =
1
Θαl
Gˆ
(α)
l Ylm ,
wobei Θαl =
[
(l+|α|)!
(l−|α|)!
] 1
2
.
Wir haben die neuen Operatoren Gˆ
(α)
l eingefu¨hrt:
Gˆ
(α)
l =
|α|−1∏
n=0
Hs(α)n (4.7)
fu¨r α = −2,−1, 1, 2 und fu¨r α = 0 einen Einheitsoperator:
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Gˆ
(0)
l = I = 1 . (4.8)
Die expliziten Ausdru¨cke fu¨r Operatoren Gˆ
(α)
l sind im Anhang C aufgefu¨hrt.
Schließlich ko¨nnen wir fu¨r das Streufeld zusammenfassen:
vn′n(rR, θR, φR, ω) = −
∑
d
Oˆd
∑
l′
γl′S
n′l′
d (rR)
ω2l′ − ω2
×
∫
Ω
dΩ
+2∑
σ=−2
Yl′σ(β, ξ)
×
+2∑
α=−2
∑
l
δω
(α,σ)
ll′
1
Θαl
Gˆ
(α)
l
∑
m
Ylmulm(ω) . (4.9)
Als na¨chstes machen wir eine physikalische Annahme bezu¨glich der relativen Sta¨rke der
Signale mit unterschiedlicher Anzahl der zuru¨ckgelegten Erdumrundungen.
Wir benutzen die Definition
Yl′σ(β, ξ) = (−1)σγl′
[
(l′ − σ)!
(l′ + σ)!
]1/2
eiσξPl′σ(cos β) (4.10)
und schreiben das Streufeld in folgende Form um:
vn′n(rR, θR, φR, ω) = −
∑
d
Oˆd
∫
Ω
dΩ
+2∑
σ=−2
(−1)σeiσξ
∑
l′
γ2l′Pl′σ(cos β)
ω2l′ − ω2
×
×
[[
(l′ − σ)!
(l′ + σ)!
]1/2
Sn
′l′
d (rR)
+2∑
α=−2
∑
l
δω
(α,σ)
ll′
1
Θαl
Gˆ
(α)
l
∑
m
Ylmulm(ω)
]
,
und weiter, unter Beru¨cksichtigung von γl =
√
2l+1
4pi
,
vn′n(rR, θR, φR, ω) = (4.11)
−
∑
d
Oˆd
∫
Ω
dΩ
+2∑
σ=−2
(−1)σeiσξ
∑
l′
2l′+1
4pi
Pl,σ(cos β)
ω2l′ − ω2
fl′ ,
wobei fl′ fu¨r den Ausdruck in den eckigen Klammern steht.
Genau wie bei δω
(α,σ)
ll′ schreiben wir fk′ als fl′ um die Abha¨ngigkeit von l und l
′ zu unter-
streichen.
Wir formen jetzt (4.11) mit der Poissonformel um:
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∞∑
s=0
gs =
+∞∑
p=−∞
(−1)p
∞∫
0
g(ν)e2piipνdν .
Dazu betrachten wir den Ausdruck
I0 =
∑
s
2s+1
4pi
Ps,σ(cos β)
w2s − w2
fs , (4.12)
den wir jetzt wie folgt schreiben ko¨nnen:
I0 =
+∞∑
p=−∞
(−1)p
∞∫
0
ν
2pi
Pν− 1
2
,σ(cos β)
Ω2(ν)− w2 F (ν)dν .
Dabei approximiert die Funktion Ω(ν) die diskreten Werte ωs und die Funktion F (ν) die
Werte fl.
Gilbert [9] zeigte, dass unterschiedliche p-Werte der unterschiedlichen Anzahl zuru¨ckgeleg-
ter Erdumrundungen entsprechen. Betrachten wir die epizentrale Distanzen kleiner als pi
2
,
so ko¨nnen wir auf die Beitra¨ge mit p > 0 verzichten und nur die direktlaufenden Wellen
betrachten:
I0 =
∞∫
0
ν
2pi
Pν− 1
2
,σ(cos β)
Ω2(ν)− w2 F (ν)dν .
Friederich [6] integrierte diesen Ausdruck mit Hilfe des Residuensatzes und der Hilbschen
Formel
Pν−1/2,σ(cos β) =
[
β
sin β
]1/2
νσJσ(νβ) +O(ν
σ−3/2) , (4.13)
die fu¨r ν  1 und σ ≥ 0 gilt. Die Ergebnisformel sieht folgendermassen aus:
I0 = − i
4cU
(
β
sin β
) 1
2
(ν0)
σH(2)σ (z0β)F (ν0) ,
wobei H
(2)
σ eine Hankelfunktion ist und U(ω) fu¨r eine dimensionslose Gruppengeschwin-
digkeit der betrachteten Mode mit der Frequenz ω steht. Desweiteren ist der Wert νo durch
die Gleichung Ω(ν0) = ±ω definiert und die Gro¨ße z0 durch den Ausdruck ν0 − iω2Q(ω)U(ω)
gegeben ist, wobei Q fu¨r den Gu¨tefaktor des Referenzmodells steht.
Unter Beru¨cksichtigung der Formel
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Ps,−m(cos β) = (−1)m (s−m)!
(s+m)!
Ps,m(cos β) (4.14)
bekommen wir fu¨r σ < 0
I0 = − i
4cU
(−1)σ (l0 − |σ|)!
(l0 + |σ|)!
(
β
sin β
) 1
2
(ν0)
|σ|H(2)|σ| (z0β)F (ν0) .
Jetzt kann (4.9) wie folgt geschrieben werden:
vn′n(rR, θR, φR, ω) = − i
4cU
∑
d
Oˆd
∫
Ω
dΩ
+2∑
σ=−2
eiσξ
(Θl′0)
1−s(σ) (4.15)
×
(
β
sin β
) 1
2
[−s(σ)ν ′0]|σ|H(2)|σ| (z′0β)Fn′(ν ′0) ,
wobei s(σ) die Signumfunktion ist.
Wir erinnern uns, dass die zugrunde liegende Formel (3.3) die impliziten Modentypindizes
t und t′ beinhaltet. An diese Stelle merken wir, dass die Approximation Ω(ν0) = ±ω fu¨r
jeden einzelnen Modentyp t′ getrennt stattfinden muss.
Wir rekonstruieren jetzt den Operator Dˆ(rR) und schreiben
vn′n(rR, θR, φR,ω) =
− i
4c′U ′
Dˆn′l′0(rR)
∫
Ω
dΩ
(
β
sin β
) 1
2
+2∑
σ=−2
H
(2)
|σ| (z
′
0β)[−s(σ)ν ′0]|σ|eiσξ (4.16)
× 1
Θσl′0
+2∑
α=−2
[∑
l
δω
(α,σ)
ll′0
1
Θαl
Gˆ
(α)
l
∑
m
ulm(ω)Ylm
]
.
Die Gro¨ßen δω
(α,σ)
ll′0
ha¨ngen weiterhin von n, t und n′, t′ ab.
4.2 Das Streufeld
Betrachten wir die Summe in den eckigen Klammern aus dem Ausdruck (4.16) und wenden
die Poissonformel noch einmal an:
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∑
l
δω
(α,σ)
ll′0
1
Θαl
Gˆ
(α)
l
∑
m
ulm(ω)Ylm = (4.17)
∞∫
0
dνδω
(α,σ)
ν− 1
2
,l′0
Gˆ
(α)
ν− 1
2
∑
m
u(ν− 1
2
)m(ω)Y(ν− 1
2
)m ,
dabei betrachten wir wieder einmal nur die direktlaufenden Wellen.
Um eine weitere Vereinfachung zu erzielen, folgen wir Friederich [6] und nehmen an, dass
nur ein enger Bereich der ν-Werte in der Na¨he von ν0 zu den Termen δω
(α,σ)
ν− 1
2
,l′0
1
Θαl
Gˆ
(α)
l
beitra¨gt.
Wir approximieren den Beitrag mit δω
(α,σ)
ν0− 12 ,l′0
1
Θαl0
Gˆ
(α)
l0
und schreiben
∞∫
0
dνδω
(α,σ)
ν− 1
2
,l′0
1
Θαl0
Gˆ
(α)
l0
∑
m
u(ν− 1
2
)m(ω)Y(ν− 1
2
)m =
δω
(α,σ)
l0l′0
1
Θαl0
Gˆ
(α)
l0
∞∫
0
dν
∑
m
u(ν− 1
2
)m(ω)Y(ν− 1
2
)m . (4.18)
Es ist wichtig festzuhalten, dass diese Approximation fu¨r jeden Modentyp (spha¨roidalen,
toroidalen) getrennt durchgefu¨hrt werden muss. Dies ist bereits der Fall, da wir die Mo-
dentypindizes t und t′ implizit mitfu¨hren.
Zusammenfassend schreiben wir fu¨r das Streufeld (4.16):
vn′n(rR, θR,φR, ω) = (4.19)
− i
4c′U ′
Dˆn′l′0(rR)
∫
Ω
dΩ
(
β
sin β
) 1
2
+2∑
σ=−2
1
Θσl′0
H
(2)
|σ| (z
′
0β)[−s(σ)ν ′0]|σ|eiσξ
×
+2∑
α=−2
δω
(α,σ)
l0l′0
1
Θαl0
Gˆ
(α)
l0
 ∞∫
0
dν
∑
m
u(ν− 1
2
)m(ω)Y(ν− 1
2
)m
 .
Schließlich fu¨hren wir ein Skalarpotenzial Φ ein: vn′n(rR, θR, φR, ω) = Dˆl′0(r)Φn′n(θR, φR, ω)
, das wie folgt definiert ist:
Φn′n(θR, φR, ω) =− i
4c′U ′
∫
Ω
dΩ
(
β
sin β
) 1
2
+2∑
σ=−2
1
Θσl′0
H
(2)
|σ| (z
′
0β)[−s(σ)ν ′0]|σ|eiσξ (4.20)
×
+2∑
α=−2
δω
(α,σ)
l0l′0
1
Θαl0
Gˆ
(α)
l0
 ∞∫
0
dν
∑
m
u(ν− 1
2
)m(ω)Y(ν− 1
2
)m
 .
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Damit bringen wir das Streufeld in die gewu¨nschte Form (4.1).
4.3 Das Gesamtfeld
Um auch das Gesamtfeld in die gewu¨nschte Potenzialdarstellung (4.2) zu bringen, ent-
wickeln wir es nach den Eigenfunktionen des ungesto¨rten Systems:
un′ =
∑
l′,m′
ul′m′(ω)sl′m′(ω)
oder
un′ =
∑
l′
Dˆl′(rR)
∑
m′
ul′m′(ω)Yl′m′ .
Wir wenden jetzt wieder die Poissonformel an:
un′ =
∞∫
0
Dˆn′(ν′− 1
2
)
∑
m′
uν′− 1
2
,m′(ω)Yν′− 1
2
,m′dν
′ ,
nur direktlaufende Wellen betrachtend, und approximieren den Operator Dˆn′(ν′− 1
2
) mit
Dˆn′(ν′0− 12 ) = Dˆn′l′0 :
un′ = Dˆn′l′0(rR)
∞∫
0
∑
m′
uν′− 1
2
,m′(ω)Yν′− 1
2
,m′dν
′ .
Es ist zu beachten, dass die Approximation fu¨r spha¨roidalen und toroidalen Moden ge-
trennt durchgefu¨hrt werden muss. Wir ko¨nnen also schreiben:
ut
′
n′ = Dˆ
t′
n′l′0
Φt
′
n′ , (4.21)
wobei t′ ∈ (S, T ) und
Φt
′
n′ =
∞∫
0
∑
m′
ut
′
ν′− 1
2
,m′(ω)Yν′− 12 ,m′dν
′ .
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Vergleichen wir den letzten Ausdruck mit dem Streufeld (4.20), so kann das Letztere wie
folgt umformuliert werden:
vn′n(rR, θR, φR, ω) =− i
4c′U ′
Dˆn′l′0(rR)
∫
Ω
dΩ
(
β
sin β
) 1
2
(4.22)
×
+2∑
σ=−2
1
Θσl′0
H
(2)
|σ| (z
′
0β)[−s(σ)ν ′0]|σ|eiσξ
+2∑
α=−2
δω
(α,σ)
l0l′0
1
Θαl0
Gˆ
(α)
l0
Φn(θ, φ) .
Um die Formeln u¨bersichtlich zu halten, lassen wir weiterhin die Indizes t, t′ ∈ (S, T ) auf
beiden Seiten weg.
4.4 Das Referenzfeld
Im Gegensatz zum Gesamtfeld kann das Potenzial fu¨rs Referenzfeld auch ohne weitere
Approximation eingefu¨hrt werden.
Wir entwickeln das Referenzfeld nach den Eigenfunktionen des ungesto¨rten Systems:
u0n′ =
∑
k′,m′
u0k′m′(ω)sk′m′(ω)
oder
u0n′ =
∑
k′
Dˆk′(rR)
∑
m′
u0k′m′(ω)Yl′m′ .
Friederich [6] gibt fu¨r eine impulsive Quelle folgende Formel an:
∑
m′
u0k′m′(ω)Yl′m′ = γl′
2∑
s=0
(−1)sPl′s(cos θR)
w2k′ − w2
Re{(
√
2eiφR)sqk′s} , (4.23)
wobei qk′s die Erzeugungskoeffizienten sind.
Dieses Ergebnis beruht auf folgender U¨berlegungen von Gilbert [8] sowie Phinney und
Burridge [14]. Betrachtet man eine Quelle am Ort mir Radiusvektor rq mit einer impulsiven
Zeitfunktion, so kann die angewandte Spannung wie folgt modelliert werden:
τ0(r) =Mδ(r− rq)H(t) . (4.24)
Gilbert [8] zeigte, dass fu¨r den Verschiebungsvektor eines bestimmten Modentyps u0n′
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u0n′(r, t) =
∑
lm
qn′lmsn′lm(r)
1− cosωn′lt
ω2n′l
(4.25)
gilt, oder im Frequenzbereich:
u0n′(r, ω) =
∑
lm
qn′lm(r, ω)
ω2n′l − ω2
sn′lm(r) , (4.26)
mit den Erzeugungskoeffizienten
qn′lm =
∫
V
f(r)s∗n′lm(r)dV , (4.27)
und folglich
u0n′lm =
1
ω2n′l − ω2
∫
V
f(r)s∗n′lm(r)dV , (4.28)
wobei f die Volumenkraft darstellt: f = ∇ · τ .
Mit Hilfe des Gaussischen Theorem bekommen wir unter der Annahme, dass die Spannung
auf der Grenzfla¨che des Volumens V verschwindet
u0lm =
1
ω2n′l − ω2
∫
V
f · s∗lmdV = −
∇s∗lm(rq) :M(rq)
ω2n′l − ω2
. (4.29)
U¨bersichtlichkeitshalber haben wir den Index n′ ausgelassen. Bleibt der Drehimpuls erhal-
ten, so ist der Momententensor symmetrisch und
∇s∗lm :M = ∗lm :M , (4.30)
wobei  der Deformationstensor ist.
Gehen wir in das epizentrale Koordinatensystem um, so liegt die Quelle bei θ = 0. Die Tat-
sache, dass die betroffenen Gro¨ßen an der Quellposition bei θ = 0 evaluiert werden mu¨ssen,
bedeutet bei der Einwicklung nach verallgemeinerten Kugelfunktionen eine Einschra¨nkung
fu¨r die Azimutalzahl m, da PNlm(1) = δNm ist.
Die beiden Tensoren ∇s∗lm undM sind von der Ordnung zwei und der Index N , und somit
auch der Index m, bewegen sich folglich im Bereich zwischen −2 und +2.
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Die Form (4.23) kann auch unabha¨ngig von der Drehimpulserhaltung erreicht werden. Wir
leiten die expliziten Formeln fu¨r die Gro¨ßen ql′s ohne weitere Annahmen u¨ber die Quelle
im Anhang D her.
Aus der Formel (4.23) bekommen wir schließlich mit Hilfe der Poissonformel a¨hnlich wie
fu¨r das Streufeld:
u
(0)
n′ (rR, θR, φR, ω) = Dˆ
t′
n′l′0
(rR)Φ
t′(0)
n′ (θR, φR, ω) , (4.31)
wobei
Φ
t′(0)
n′ (θR, φR, ω) = (4.32)
− i
4c′U ′
(
θR
sin θR
) 1
2
2∑
s=0
(−1)sν ′s0 H(2)s (z′0θR)Re{(
√
2eiφR)sqt
′
n′l′0s
} .
4.5 Integralgleichungen fu¨rs Streufeld
Nachdem alle beteiligten Felder in die gewu¨nschte Potenzialdarstellung u¨berfu¨hrt wur-
den, formulieren wir ein System der Integralgleichungen zum Berechnen der synthetischen
Seismogramme.
Wir fangen mit (3.4) an
un′ = u
0
n′ +
∑
n
vn′n .
Fu¨r die beteiligten Felder und ihre Potenziale ko¨nnen wir jetzt zusammenfassen:
vt
′t
n′n(rR, θR, φR, ω) = Dˆ
t′
n′l′0
(rR)Φ
t′t
n′n(θR, φR, ω)
ut
′t
n′ (rR, θR, φR, ω) = Dˆ
t′
n′l′0
(rR)Φ
t′
n′(θR, φR, ω)
u
(0)t′t
n′ (rR, θR, φR, ω) = Dˆ
t′
n′l′0
(rR)Φ
t′(0)
n′ (θR, φR, ω) .
Die beteiligten Potenziale sind wie folgt definiert:
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Φt
′t
n′n(θR, φR, ω) =
− i
4c′U ′
∫
Ω
dΩ
(
β
sin β
) 1
2
+2∑
σ=−2
1
Θσl′0
H
(2)
|σ| (z
′
0β)[−s(σ)ν ′0]|σ|eiσξ
×
+2∑
α=−2
δω
(α,σ)
k0k′0
1
Θαl0
Gˆ
(α)
l0
Φtn(θ, φ, ω) (4.33)
Φ
t′(0)
n′ (θR, φR, ω) =
− i
4cU ′
(
θR
sin θR
) 1
2
2∑
s=0
(−1)sν ′s0 H(0)s (z′0θR)Re{(
√
2eiφR)sqk′0s} (4.34)
Φt
′
n′(θR, φR, ω) =
∞∫
0
∑
m′
ut
′
ν− 1
2
,m′(ω)Yν− 12 ,m′(θR, φR)dν .
Zusammenfassend schreiben wir:
Φt
′
n′(θR,φR, ω) = −
i
4c′U ′
[(
θR
sin θR
) 1
2
2∑
s=0
(−1)sν ′s0 H(2)s (z′0θR)Re{(
√
2eiφR)sqt
′
n′l′0s
} (4.35)
+
∑
t,n
∫
Ω
dΩ
(
β
sin β
) 1
2
+2∑
σ=−2
1
Θσl′0
H
(2)
|σ| (z
′
0β)[−s(σ)ν ′0]|σ|eiσξ
+2∑
α=−2
δω
(α,σ)
k0k′0
1
Θαl0
Gˆ
(α)
l0
Φtn(θ, φ, ω)
 .
In diesem Zusammenhang ist zu beachten, dass die Werte l0, beziehungsweise l
′
0 in Wirk-
lichkeit sowohl von dem Modentyp t als auch von der Obertonnummer n abha¨ngig sind
und eigentlich mit dem jeweiligen Subindex versehen sein sollten: l0 → lnt0 und l′0 → ln′t′0 .
Wir lassen die Indizes aber weg, um die Formeln u¨bersichtlich zu halten.
Kapitel 5
Ru¨ckblick: physikalische Annahmen
Zum Schluss dieses Abschnittes fassen wir die wichtigsten physikalischen Annahmen und
Vereinfachungen , unter denen die vorgestellte Methode ihre Gu¨ltigkeit beha¨lt, zusammen.
Absolute Gro¨ße der Sto¨rung
Bei der Herleitung der Gleichung (2.3) wurde angenommen, dass die Sto¨rung klein ist und
nur die erste Ordnung der Perturbationsparameter zu beru¨cksichtigen ist.
Epizentrale Distanz
Bei der Anwendung der Poissonformel haben wir uns stets auf die Betrachtung der direkt-
laufenden Wellen beschra¨nkt. Dies ist nur bei den Epizentraldistanzen pi gerechtfertigt.
Ra¨umliche Ausdehnung der Sto¨rung
Bei der Herleitung der Gleichung (4.14) benutzt Friederich [6] die asymptotische Na¨herung
der zugeordneten Legendrepolynomen durch die Besselfunktionen (4.13).
Diese Na¨herung gilt nur bei β  pi. Dies ist der Fall, da wir davon ausgehen, dass die
Vorwa¨rtsstreuung u¨ber die Ru¨ck- oder Seitwa¨rtsstreuung dominiert und die Epizentraldi-
stanz deutlich kleiner als pi ist.
Charakter der Quelle
Die Formel (4.23) fu¨r das Referenzfeld gilt fu¨r Quelle mit impulsiver Zeitfunktion.
Die von Friederich [6] angegebenen expliziten Ausdru¨cke fu¨r die Koeffizienten qn′l′s gelten
zwar nur fu¨r Quellen, bei denen der Drehimpuls erhalten bleibt, die Form (4.23) bleibt
aber von dieser weiteren Einschra¨nkung unberu¨hrt.
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Im Anhang D geben wir die allgemeinen Ausdru¨cke fu¨r diese Koeffizienten an.
Relevante Moden
Um die Oberfla¨chenwellen zu beschreiben mu¨ssen auf jeden Fall die Fundamentalmoden
(n=0) beru¨cksichtigt werden.
Um auch die Raumwellen (S-Wellen) modellieren zu ko¨nnen, mu¨ssen alle Moden mit den
Phasengeschwindigkeiten kleiner als die scheinbare Phasengeschwindigkeit der S-Wellen
beru¨cksichtigt werden [17].
Die scheinbare Phasengeschwindigkeit ha¨ngt aber von der Tiefe ab, in der die Wellen
umkehren, und diese nimmt mit der epizentralen Distanz zu. Bei den Distanzen kleiner
als 45◦ dringen die S-Wellen bis zu einer Tiefe von 1000 km ein und weisen die scheinbare
Phasengeschwindigkeit von bis zu 8 km/h auf.
Frequenzbereich
Ho¨here Frequenzen bedeuten ho¨here Strukturauflo¨sung und setzen feinere Diskretisierung
der Erdstruktur voraus. Da der Rechenaufwand mindestens linear mit der Anzahl der
Zellen zunimmt, bekommen wir eine quadratische Abha¨ngigkeit des Gesamtaufwandes
von der Frequenz.
Aus diesem Grund beschra¨nken wir uns beim numerischen Umsetzen auf den Frequenzbe-
reich unter 50 mHz.
Aufteilung der Eigenmoden
Wir approximieren die diskreten Eigenfrequenzen ωnl mit einer stetigen Funktion Ωn(l).
Fu¨r jede Eigenzahl l existieren bei einer symmetrischer Erde 2l+1 Moden mit der gleichen
Frequenz ωnl. In einer asymmetrischen Erde spalten sich die Eigenfrequenzen und wir
bekommen fu¨r jede Eigenzahl l ein Multiplet von 2l+ 1 Moden mit den unterschiedlichen
Frequenzen ωnlm.
Wir haben diese Aufspaltung beim Approximieren des Streufeldpotenzials (4.18) ver-
nachla¨ssigt. Folgen dieser Vereinfachung sind nicht na¨her untersucht worden.
Teil IV
Anisotroper Streuer
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Die meisten gesteinsbildenden Mineralen sind anisotrop. Erfahren die Kristalle wa¨hrend
ihres Wachstums oder auch nachtra¨glich eine Ausrichtung, so fu¨hrt dies zur makroskopi-
schen Anisotropie innerhalb der Erde.
Betrachtet man die Erde als Ganzes, so kann eine Vielzahl der physikalischen Pha¨nomenen
die Ausrichtung der heranwachsenden Kristalle beeinflussen: u¨berwiegend radiale Wa¨rme-
stro¨me, Erdrotation und damit verbundene Kra¨fte, magnetisches Feld der Erde und nicht
zuletzt die mechanischen Spannungen und Deformationen, die infolge geodynamischer Pro-
zesse eine ausgezeichnete Richtung vorweisen.
Untersuchungen zur seismischen Anisotropie geben Ru¨ckschlu¨sse u¨ber bevorzugte Kri-
stallausrichtung im Erdinneren und damit u¨ber die Pha¨nomene, die diese Ausrichtung
verursacht haben.
In diesem Abschnitt, der den eigentlichen Inhalt der vorliegenden Arbeit darstellt, be-
trachten wir eine anisotrope Sto¨rung, errechnen fu¨r sie die δω-Terme (2.8) und diskutieren
die daraus resultierende Effekte.
In seiner grundlegenden Arbeit gibt Woodhouse [15] den durch Perturbation der elastischen
Materialparameter verursachten Teil der Kopplung wie folgt an:
(sk′m′ , Zˆskm) =
∫
V
∇s∗k′m′ : δC : ∇skmdV , (5.1)
wobei C der Tensor der Materialparameter ist:
δCijkl = (δk − 2
3
δµ)δijδkl + δµ(δikδjl + δilδjk) + γijkl . (5.2)
Die Gro¨ßen δk und δµ sind die Perturbationen der elastischen Module. Der Tensor γ ist
eine kleine anisotrope Sto¨rung.
Weiter in diesem Kapitel betrachten wir meistens eine reine anisotrope Sto¨rung und schrei-
ben
(sl′m′ , Zˆslm) =
∫
V
∇s∗k′m′ : γ : ∇skmdV , (5.3)
merken aber, dass im allgemeinen Fall γ durch C ersetzt werden muss.
Wir fangen mit diesem Ausdruck an und entwickeln ihn nach den verallgemeinerten Kugel-
funktionen, um die gewu¨nschte Form (2.7) zu erreichen. Danach dru¨cken wir die einzelnen
δω-Terme u¨ber die klassischen Vektorkugelfunktionen aus, um die numerische Umsetzung
zu erleichtern.
Anschliessend betrachten wir Modenkopplung der Raum- und Oberfla¨chenwellen, um die
Effekte der anisotropen Sto¨rungen zu illustrieren.
Kapitel 6
Allgemeine Anisotropie
Wir fangen mit der Definition der Matrix Zˆ:
(sn′l′m′ , Zˆsnlm) =
∫
V
∇s∗n′l′m′ : γ : ∇snlmdV (6.1)
=
∫
Ω
dΩ
a∫
0
(∇snlm : γ : ∇s∗n′l′m′)r2dr ,
halten n und n′ fest und lassen sie in diesem Abschnitt weg. Fu¨r eine bestimmte Eigen-
funktion schreiben wir in kanonischen Koordinaten
slm(r, θ, φ) = s
α
lm(r, θ, φ)eα (6.2)
und entwickeln sie nach den verallgemeinerten Kugelfunktionen. Da es sich dabei um eine
konkrete Eigenfunktion slm(r, θ, φ) mit den festen l und m handelt, bleibt nur ein Entwick-
lungskoeffizient vom Null verschieden und die Summe u¨ber l′ und m′ wird u¨berflu¨ssig:
slm(r, θ, φ) =
∞∑
l′=0
l′∑
m′=−l′
sαl′m′(r)Y
α
l′m′(θ, φ)eα = s
α
lm(r)Y
α
lm(θ, φ)eα . (6.3)
Wir benutzen die verallgemeinerten Kugelfunktionen in der Form, wie sie im Anhang A.3
definiert sind.
Da wir den gleichen Symbol sαlm sowohl fu¨r eine Vektorkomponente in (6.2) als auch fu¨r
einen Koeffizient der Entwicklung nach den verallgemeinerten Kugelfunktionen in (6.3)
verwenden, benutzen wir die explizite Angabe der Abha¨ngigkeit von den spha¨rischen Ko-
ordinaten um zwischen den beiden Gro¨ssen zu unterscheiden:
sαlm(r, θ, φ) = s
α
lm(r)Y
α
lm(θ, φ) . (6.4)
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Fu¨r ein bestimmtes Element
∇slm : γ : ∇s∗l′m′ = gαρgβφgσµgτν(∇slm)αβγρφστ (∇s∗l′m′)µν (6.5)
ko¨nnen wir unter Beru¨cksichtigung der Gradientformeln aus Anhang A.2 schreiben
∇slm : γ : ∇s∗l′m′ = gαρgβφsα|βlm (r, θ, φ)γρφστsσ|τl′m′(r, θ, φ) (6.6)
oder
∇slm : γ : ∇s∗l′m′ = gαρgβφsα|βlm (r)γρφστsσ|τl′m′(r)Y α+βlm Y
σ+τ
l′m′ . (6.7)
Fu¨r die Terme in (6.7), die mit den einzelnen Kugelfunktionen assoziiert sind, bekommen
wir unter Beru¨cksichtigung der Symmetrie des Anisotropietensors γσνµη = γµησν = γνσµη =
γσνηµ,
fu¨r Y 0lmY
0
l′m′ :
γ0000s
0|0
lms
0|0
l′m′+γ
+−+−(s+|−l′m′ + s
−|+
l′m′)(s
+|−
lm + s
−|+
lm )
+γ+−00
[
s
0|0
lm(s
+|−
l′m′ + s
−|+
l′m′) + s
0|0
l′m′(s
+|−
lm + s
−|+
lm )
]
; (6.8)
fu¨r Y 0lmY
±
l′m′ :
(s
+|0
l′m′ + s
0|+
l′m′)
[
γ000±s0|0lm + γ
+−0±(s+|−lm + s
−|+
lm )
]
; (6.9)
fu¨r Y 0lmY
±2
l′m′ :
s
±|±
l′m′
[
γ00±±s0|0lm + γ
+−±±(s+|−lm + s
−|+
lm )
]
; (6.10)
fu¨r Y ±lmY
0
l′m′ :
−(s0|±lm + s±|0lm )
[
γ0∓00s0|0l′m′ + γ
0∓+−(s+|−l′m′ + s
−|+
l′m′)
]
; (6.11)
fu¨r Y ±lmY
[±]
l′m′ :
−γ0∓0[±](s0|±lm + s±|0lm )(s0|[±]l′m′ + s[±]|0l′m′ ) ; (6.12)
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fu¨r Y ±lmY
[±2]
l′m′ :
−γ0∓[±±]s[±]|[±]l′m′ (s0|±lm + s±|0lm ) ; (6.13)
fu¨r Y ±2lm Y
0
l′m′ :
s
±|±
lm
[
γ∓∓00s0|0l′m′ + γ
∓∓+−(s+|−l′m′ + s
−|+
l′m′)
]
; (6.14)
fu¨r Y ±2lm Y
[±]
l′m′ :
γ∓∓0[±]s±|±lm (s
0|[±]
l′m′ + s
[±]|0
l′m′ ) ; (6.15)
fu¨r Y ±2lm Y
[±2]
l′m′ :
γ∓∓[±][±]s±|±lm s
[±]|[±]
l′m′ . (6.16)
Wir benutzen die eckigen Klammern um zwischen den mo¨glichen unabha¨ngigen Permuta-
tionen des Vorzeichens zu unterscheiden: das Vorzeichen in Klammern kann unabha¨ngig
vom Vorzeichen ohne Klammern variiert werden.
Im na¨chsten Schritt dru¨cken wir diese Terme u¨ber die Entwicklungskoeffizienten des Ver-
schiebungsvektors nach den Vektorkugelfunktionen aus. Dafu¨r schreiben wir fu¨r die Eigen-
funktion die Definition
slm(r, θ, φ) = [Ulm(r) er + Vlm(r)∇1 −Wlm(r) er ×∇1] Ylm(θ, φ) .
Fu¨r die einzelnen Entwicklungskoeffizienten gilt s
0
lm(r) = γlUlm
s−lm(r) = γl(Vlm − iWlm)Ω0l
s+lm(r) = γl(Vlm + iWlm)Ω
0
l ,
(6.17)
wobei Ωnl =
√
(l+n)(l−n+1)
2
und γl =
√
2l+1
4pi
.
Fu¨r die Entwicklungskoeffizienten s
α|β
lm (r) folgen wir Dahlen und Tromp [3] und schreiben:
s
0|0
lm =
.
s
0
lm = γ
.
U (6.18)
s
0|±
lm =
1
r
(Ω0s0lm − s±lm) = 1rγΩ0(U − (V ± iW )) (6.19)
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s
±|0
lm =
.
s
±
lm = γΩ
0(
.
V ± i
.
W ) (6.20)
s
±|±
lm =
1
r
Ω2s±lm =
1
r
γΩ0Ω2(V ± iW ) (6.21)
s
∓|±
lm =
1
r
(Ω0s∓lm − s0lm) = 1rγ([Ω0]2(V ∓ iW )− U) , (6.22)
dabei haben wir auf der rechten Seite die Unterindizies ausgelassen. Wir merken, dass
s
α|β
lm (r) = s
−α|−β
lm (r) . (6.23)
Wir trennen Integrale auf der rechten Seite von (6.1) und benutzen die Symbole δω
(α,σ)
kk′
fu¨r radiale Integrale, die mit Y αlmY
σ
l′m′ assoziiert sind:
(sl′m′ , Zˆslm) = γlγl′
∫
Ω
dΩ
+2∑
α,σ=−2
δω
(α,σ)
ll′ Y
α
lmY
σ
l′m′ . (6.24)
Die Kopplungsterme δω
(α,σ)
kk′ besitzen interessante Symmetrieeigenschaften, die die Berech-
nung vom Streufeld fu¨r eine anisotrope Sto¨rung wesentlich vereinfachen.
Wir benutzen die Symmetrie des Anisotropietensors:(
γαβξν
)∗
= (−1)α+β+ξ+νγ−α−β−ξ−ν und folgern aus (6.23) und (6.8)-(6.16), dass
δω
(−α,−σ)
kk′ = (−1)α+σδω(α,σ)kk′ . (6.25)
Dadurch reduziert sich die Anzahl der unabha¨ngigen Gro¨ßen δω
(α,σ)
kk′ von 25 auf 13.
Eine weitere Symmetrie, die direkt aus (6.5) folgt, ist δω
(α,σ)
kk′ = δω
′(σ,α)
k′k .
Diese Beziehungen ermo¨glichen eine weitere Vereinfachung analog zur Vorgehensweise von
Friederich [6]. Wir fangen mit dem Ausdruck (4.9) an
vn′n(rR, θR, φR, ω) = −
∑
d
Oˆd
∑
l′
γl′S
n′l′
d (rR)
ω2l′ − ω2
(6.26)
×
∫
Ω
dΩ
∑
l,m
+2∑
α,σ=−2
δω
(α,σ)
ll′ Yl′σ(β, ξ)
1
Θαl
Gˆ
(α)
l Ylmulm(ω) ,
fassen die Terme paarweise zusammen und betrachten den Ausdruck
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T (α,σ) = δω(α,σ)Yl′,σ
1
Θα
GαYl,m + δω
(−α,−σ)Yl′,−σ
1
Θ−α
G−αYl,m . (6.27)
Wobei Θ0l = 1, Θ
±1
l =
√
2Ω0l , Θ
±2
l = 2Ω
0
lΩ
2
l und Ω
n
l =
√
(l+n)(l−n+1)
2
, oder zusammenfas-
send Θαl =
[
(l+|α|)!
(l−|α|)!
] 1
2
.
Wir merken, dass Yl′,−σ = (−1)σY l′,σ, Θα = Θ−α und G−α = (−1)αGˆα, und schreiben
T (α,σ) = 2Re
{
δω(α,σ)Yl′,σ
1
Θα
Gα
}
Yl,m . (6.28)
Um diesen Ausdruck auch bei σ = 0 benutzen zu ko¨nnen, verdoppeln wir die Gro¨ßen
bei σ 6= 0. Ausserdem gliedern wir fu¨r alle α und σ die Faktoren ΘαΘσ aus. Mit anderen
Wo¨rtern wir redefinieren
δω(α,σ) → 2δω(α,σ) , σ 6= 0 (6.29)
δω
(α,σ)
ll′ →
1
Θαl Θ
σ
l′
δω
(α,σ)
ll′ .
Jetzt kann (6.26) wie folgt geschrieben werden
vn′n(rR, θR, φR, ω) = −
∑
d
Oˆd
∑
l′
γl′S
n′l′
d (rR)
ω2l′ − ω2
(6.30)
×
∑
l,m
∫
Ω
dΩ
+2∑
σ=0
Θσ
+2∑
α=−2
Re
{
δω(α,σ)Yl′,σG
α
}
Yl,mulm(ω) .
Fu¨rs Streufeldpotenzial (4.20) bekommen wir:
Φn′n(θR, φR, ω) =
i
4c′U ′
∫
Ω
dΩ
(
β
sin β
) 1
2
(6.31)
×
+2∑
σ=0
[−ν ′0]σH(2)σ (z′0β)
+2∑
α=−2
Re
{
δω
(α,σ)
l0l′0
eiσξGˆ
(α)
l0
}
×
 ∞∫
0
dν
∑
m
u(ν− 1
2
)m(ω)Y(ν− 1
2
)m
 .
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Um die Ausdru¨cke fu¨r δω(α,σ) u¨bersichtlich zu halten definieren wir folgende Gro¨ßen:
Z =
1
γΘ0
s
0|0
lm =
.
U (6.32)
F =
1
γΘ0
(s
+|−
lm + s
−|+
lm ) =
2
r
(
[
Ω0
]2
V − U)
K± =
1
γΘ±1
(s
±|0
lm + s
0|±
lm ) =
1√
2
[
1
r
(U − V ∓ iW ) +
.
V ± i
.
W
]
S± =
1
γΘ±2
s
±|±
lm =
1
2r
(V ± iW ) .
Wir merken, dass fu¨r ein rein spha¨roidales Feld diese Gro¨ssen reell und fu¨r ein rien toroida-
les Feld - imagina¨r sind. Ausserdem sind die Gro¨ssen mit Subindex ’+’ complexkonjugiert
mit den Gro¨ssen mit Subindex ’-’.
Damit schreiben wir fu¨r δω
(0,0)
kk′ :
γ0000ZZ ′ + γ+−00 [ZF ′ + Z ′F ] + γ+−+−FF ′ ; (6.33)
fu¨r 1
2
δω
(0,±)
kk′ :
K ′∓
[
γ000±Z + γ+−0±F
]
; (6.34)
fu¨r 1
2
δω
(0,±2)
kk′ :
S ′∓
[
γ00±±Z + γ+−±±F
]
; (6.35)
fu¨r δω
(±,0)
kk′ :
−K±
[
γ0∓00Z ′ + γ0∓+−F ′
]
; (6.36)
fu¨r 1
2
δω
(±,[±])
kk′ :
−γ0∓0[±]K±K ′[∓] ; (6.37)
fu¨r 1
2
δω
(±,[±2])
kk′ :
−γ0∓[±][±]K±S ′[∓] ; (6.38)
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fu¨r δω
(±2,0)
kk′ :
S±
[
γ∓∓00Z ′ + γ∓∓+−F ′
]
; (6.39)
fu¨r 1
2
δω
(±2,[±])
kk′ :
γ∓∓0[±]S±K ′[∓] ; (6.40)
fu¨r 1
2
δω
(±2,[±2])
kk′ :
γ∓∓[±][±]S±S ′[∓] . (6.41)
Diese Formeln gelten fu¨r einen allgemeinen anisotropen Streuer.
Kapitel 7
Transversale Isotropie
Betrachten wir einen transversalisotropen Fall, bei dem die elastischen Eigenschaften nur
eine einzige ausgezeichnete Richtung aufweisen. Kristallstrukturen der hexagonalen Sym-
metrie bieten ein Beispiel dafu¨r. Richten wir die ausgezeichnete Achse radial, so wird das
Medium isotrop in der Ebene (θ, φ) oder radial transversalisotrop.
Der Elastisita¨tstensor bleibt in diesem Fall invariant1 gegenu¨ber Rotationen um die radiale
Achse: JrC
αβµν = Cαβµν , wobei Jr ein Rotationsoperator ist. Andererseits zeigen wir
im Anhang A.2, dass Jr(ω)C
αβµν = eiω(α+β+µ+ν)Cαβµν gilt und folglich2 fu¨r das radial
transversalisotrope Medium α + β + µ + ν = 0 sein muss. Folgende Komponenten des
elastischen Tensors bleiben in diesem Fall vom Null verschieden:
C0000 = C
C∓∓±± = 2N
C±∓±∓ = C∓±±∓ = A−N
C00∓± = C∓±00 = −F
C0∓0± = C∓0±0 = C0∓±0 = C∓00± = −L . (7.1)
Da fu¨rC gleichzeitig, wie fu¨r jeden reellen Tensor, auch Cαβµν = (−1)α+β+µ+ν(C−α,−β,−µ,−ν)∗
gilt, mu¨ssen diese Tensorkomponenten reell sein.
7.1 Symmetrie der Streuung
Betrachtet man die Gro¨ßen (6.32) so wird es klar, dass sie fu¨r die spha¨roidalen Moden
reell und fu¨r die toroidalen Moden imagina¨r sind. Fu¨r den Ausdruck
1Die Invarianz gilt nur fu¨r den Tensorwerte am jeweiligen Pol fu¨r die lokale radiale Rotationsachse.
2Diese Beobachtung stammt vom Wolfgang Friederich.
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Kˆ(ξ) = Re
{
δω
(α,σ)
l0l′0
eiσξGˆ
(α)
l0
}
= (7.2)
Re
{
δω
(α,σ)
l0l′0
eiσξ
}
Re
{
Gˆ
(α)
l0
}
− Im
{
δω
(α,σ)
l0l′0
eiσξ
}
Im
{
Gˆ
(α)
l0
}
aus dem (6.31), den wir als Potenzialfaktor bezeichnen werden, merken wir, dass der erste
Term fu¨r die Kopplung Moden verschiedener Typen ungerade und fu¨r die Kopplung der
Moden gleiches Typs gerade ist, da die Elemente der Anisotropietensors reell sind. Der
zweiter Term verha¨lt sich ungekehrt.
Wird die Mehrfachstreuung vernachla¨ssigt, so kann der Potenzialfaktor weiter verein-
facht werden. Da die Wellen des Referenzfeldes sich u¨berwiegend in θ-Richtung aus-
breiten, wu¨rden wir erwarten, dass die θ-Abteitungen des Referenzpotentials u¨ber die
φ-Ableitungen dominieren. Dies hat zur Folge, dass Gˆ
(α)
l0
reell ist, wie aus den explizi-
ten Formeln fu¨r die Operatoren G(α) im Anhang C ersichtlich wird, und erlaubt uns eine
weitere Vereinfachung:
Kˆ(ξ) = Re
{
δω
(α,σ)
l0l′0
eiσξGˆ
(α)
l0
}
= Re
{
δω
(α,σ)
l0l′0
eiσξ
}
Gˆ
(α)
l0
. (7.3)
Wir erwarten damit ein im Bezug auf den Streuwinkel ξ ungerades, antisymmetrisches
Potenzialfaktor (7.2) fu¨r die Querkopplung der Moden unterschiedlicher Typen (ST, TS).
Der Potenzialfaktor der Moden gleiches Typs (SS, TT) soll dagegen symmetrisch sein.
Natu¨rlich gelten diese Regeln nur fu¨r einen transversalisotropen Streuer und ohne Beru¨ck-
sichtigung der Mehrfachstreuung.
Da im transversalisotropen Fall nur die Komponenten Cαβµν mit α + β + µ + ν = 0
vom Null verschieden bleiben, verschwinden beim Berechnen des Streufeldes, genau wie in
einem isotropen Fall, alle Terme δω(α,σ) mit α 6= σ.
7.2 Wellengeschwindigkeit
Betrachten wir eine ebene SV-Welle u = Ueiω(t−s·x) mit U+ = U− = 0, so vereinfacht sich
die Bewegungsgleichung
Cαβµνsβsνuµ = ρu
α (7.4)
und nimmt die folgende Gestalt an:
2C0+0−s+s−u0 = ρu0 . (7.5)
Wir merken, dass s2 = s20− 2s+s− und bekommen fu¨r die Geschwindigkeit der horizontal-
laufenden SV-Wellen mit s0 = 0:
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c2SV =
1
s2
= −C0+0−/ρ = L/ρ . (7.6)
Analog schreiben wir fu¨r die SH Wellen, die sich vom Pol in θ-Richtung ausbreiten: s0 = 0,
s+ = −s− und U0 = 0, U+ = U−:
C+−+−s2−u+ + C
+−+−s+s−u+ + C++−−s+s−u− = ρu+ (7.7)
oder, unter Beru¨cksichtigung von s+s− = −s2− und u+ = −u−
C++−−s+s− = −ρ , (7.8)
und folglich
c2SH =
1
s2
= − 1
2s+s−
=
C++−−
2ρ
= N/ρ . (7.9)
Im isotropen Fall sind die Scherwellengeschwindigkeiten gleich, c2SV = c
2
SH = µ/ρ, und
folglich L = N = µ. Zusa¨tzlich gilt bei isotropem Medium A = C = F + 2L = λ+ 2µ.
Fu¨r eine horizontallaufende P-Welle bekommen wir auf a¨hnlichem Weg:
c2PH =
2C+−+− + C++−−
2ρ
= A/ρ . (7.10)
Die Fundamentalmode der Love-Wellen entspricht den an der Oberfla¨che laufenden SH-
Wellen und die Rayleigh-Wellen - den gekoppelten P- und SV-Wellen. Wir sehen, dass,
a¨hnlich wie im anisotropen Fall, in einem transversalisotropen Medim die Geschwindig-
keiten der Oberfla¨chenwellen beider Typen durch die gemeinsamen Materialkonstanten
kontrolliert werden: die Geschwindigkeiten beider Wellen werden durch C++−− = 2N be-
einflusst.
Fu¨r ho¨here l ko¨nnen die toroidalen Fundamentalmoden als Interferenzeprodukt der Love-
Wellen (SH-Wellen) und die spheroidalen Fundamentalmoden als Interferenzprodukt der
Rayleigh-Wellen (SV- und PH-Wellen) dargestellt werden. Im Abschnitt 9.2 betrachten wir
die Streufelder der Fundamentalmoden unterschiedlicher Typen abha¨ngig von Parametern
C,F,N,A und L.
Kapitel 8
Isotropie
In diesem Abschnitt benutzen wir die Gleichung (5.1) um eine rein isotrope Sto¨rung zu
untersuchen. Diese spezielle Sto¨rung ermo¨glicht uns einen Vergleich mit Ergebnissen von
Friederich [6].
Der Tensor der Materialparameter fu¨r ein isotropes Medium sieht in kanonischen Koordi-
naten folgendermaßen aus:
Cαβµν = (k − 2
3
µ)gαβgµν + µ(gαµgβν + gανgβµ) (8.1)
und ist durch den Kompressionsmodul k und den Schermodul µ eindeutig bestimmt.
Wir beginnen mit der Gleichung (5.1)
(sk′m′ , Zˆskm) =
∫
V
∇sk′m′ : δC : ∇s∗kmdV
und benutzen bei der Berechnung der Matrixnelemente die gleichen Formeln fu¨r die Gro¨ssen
δω wie im rein anisotropen Fall, ersetzen aber den Tensor γ durch die Perturbation δC.
Die Terme δω(α,σ) mit α 6= σ verschwinden und die vertikale Komponente der Verschie-
bungsvektors (4.22) nimmt die folgende Gestalt an:
vSr (a, θS, φS, ω) =−
∑
n,n′
i
4c′U ′
Un′l′0(a)
∫
Ω
dΩ
(
β
sin β
) 1
2
(8.2)
×
+2∑
α=0
[−ν ′0]αH(2)α (z′0β)Re
{
δω
SS(α,α)
l0l′0
eiαξGˆ
(α)
l0
}
ΦS(0)n .
Dabei betrachten wir nur die spha¨roidalen Moden. Diese Formel ist identisch mit den
Ergebnissen von Friederich [6].
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So bekommen wir unter Beru¨cksichtigung von (6.33) - (6.41) und (8.1):
δω
(0,0)
kk′ = δk(Z
′ − F ′)(Z − F ) + δµ
3
(2Z ′ + F ′)(2Z + F )
δω
(1,1)
kk′ = 2δµK+K
′
−
δω
(2,2)
kk′ = 4δµS+S
′
− .
Im Unterschied zu Friederich beru¨cksichtigen wir keine Perturbationen in Dichte.
Kapitel 9
Streueffekte
In diesem Abschnitt wenden wir unsere Ergebnisse auf Beispielmodelle an, um die Effekte
der Anisotropie zu illustrieren.
Eines der bekanntesten Merkmale der Wellenausbreitung in anisotropen Medien ist die
Kopplung der Wellen unterschiedlicher Moden. Wir betrachten diese am Beispiel der
spha¨roidalen und toroidalen Raumwellen.
Analog dazu ist die Kopplung der Oberfla¨chenwellen. Die Rayleigh-Wellen im isotropen
Medium weisen keine transversale horizontale Komponente auf. Die Love-Wellen dagegen
bestehen ausschließlich aus Bewegungen in diese Richtung. Laufen die Oberfla¨chenwellen
einer diesen Typen durch einen anisotropen Bereich, so a¨ndert sich die Polarisation der
Schwingungen und die im isotropen Fall fehlenden Komponenten des Verschiebungsvektors
ko¨nnen beobachtet werden.
Bevor wir zu den einzelnen Kopplungsszenarien u¨bergehen betrachten wir zuerst den lo-
kalen Abstrahlcharakter einer anisotropen Sto¨rung.
9.1 Abstrahlcharakter einer anisotropen Sto¨rung
Um einen lokalen Abstrahlcharakter einer anisotropen Sto¨rung zu untersuchen, halten
wir den Streuer fest und bewegen den Empfa¨nger auf der Tiefe des Streuers . Fu¨r eine
bestimmte Frequenz und Moden n und n′ berechnen wir die folgende Gro¨ße in Abha¨ngigkeit
vom horizontalen Streuwinkel ξ und vom Abstand vom Empfa¨nger β:
℘t
′t
n′n(ξ, β) = (9.1)(
β
sin3 β
) 1
2
+2∑
σ=0
[−ν ′0]σH(2)σ (z′0β)
+2∑
α=−2
Re
{
δω
(α,σ)
k0k′0
eiσξGˆ
(α)
l0
}
Φ(0)n (θ, φ) .
Der zusa¨tzliche Faktor 1
sinβ
beschreibt die Abnahme der Amplitude durch die Ausbreitung
auf der Kugeloberfla¨che.
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Um die Sto¨reffekte numerisch behandeln zu ko¨nnen, muss die Erdstruktur diskretisiert
werden. Fu¨r Strukturzellen, die weit genug vom Empfa¨nger entfernt liegen, ko¨nnen wir das
Referenzpotenzial mit einer ebenen Welle mit der Ausbreitungsrichtung eθ approximieren:
Φ(0)n (θ, φ) = Φ
(0)
n (p, q)e
−iν0(θ−p) , (9.2)
wobei p, q die spha¨rischen Koordinaten der Zelle sind.
Da Φ
(0)
n (θ, φ) beim Differenzieren innerhalb einer Zelle nicht von φ abha¨ngt, bekommen wir
unter Beru¨cksichtigung der expliziten Formeln fu¨r die Operatoren G(α) aus dem Anhang
C, Im
{
G(α)
}
= 0 und folglich
Re
{
δω
(α,σ)
l0l′0
eiσξGˆ
(α)
l0
}
Φ(0)n (θ, φ) = Re
{
δω
(α,σ)
l0l′0
eiσξ
}
Gˆ
(α)
l0
Φ(0)n (θ, φ) ,
wobei fu¨r α ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}
G(α)Φ(0)n (θ, φ) = Φ
(0)
n (p, q)
{
[s(α)iν0]
|α| + iν0 cot θδ|α|,2
}
e−iν0(θ−p)
gilt und s(α) die Signum-Funktion ist.
Diese Vorgehensweise beim Diskretisieren stammt von Friederich [6] und wird in dieser
Arbeit u¨bernommen.
Denkt man sich die anisotrope Sto¨rung mit zwei vom Null abweichenden Elementen des
Anisotropietensors γ++++ = (γ−−−−)∗ auf der Tife von 70 km am Nordpol untergebracht,
ergibt sich fu¨r die Vorwa¨rtsstreung (9.1) auf der Tiefe des Streuers das Streubild, das auf
der Abbildung 9.1 gezeigt ist.
Die bevorzugten Streurichtungen und der Vorzeichenwechsel zwischen diesen sind durch
die Funktion eiσξ kotrolliert. Beim Streuer mit ho¨herer Symmetrie u¨berlagern sich mehrere
Terme mit verschiedenen σ und die einzelnen Streurichtungen werden weniger ausgepra¨gt.
Die Abbildung 9.2 zeigt zum Vergleich das gleiche Bild fu¨r eine isotrope Sto¨rung.
9.2 Streuung der Oberfla¨chenwellen
Betrachten wir jetzt Streuung der Oberfla¨chenwellen an einem radial transversalisotropen
Streuer.
Die Amplitude der toroidal-toroidalen (T-T) Streung ha¨ngt nur von Parametern N und
L und nicht von F,A und C ab. Die Unabha¨ngigkeit von F,A und C ist aus (6.32) und
(6.33) ersichtlich, wenn man bedenkt, dass fu¨r die toroidalen Schwingungen U = V = 0
und folglich F ′ = Z ′ = 0 gilt. Die Unabha¨ngigkeit von A = ρ c2PH ist auch nicht weiter
verwunderlich, da die toroidalen Schwingungen reine Scherdeformationen sind.
Fu¨r die Abha¨ngigkeit vom Parameter L bekommen wir aus (6.33)-(6.41)
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Abbildung 9.1: Abstrahlfeld einer anisotropen Sto¨rung mit γ++++ = (γ−−−−)∗ 6= 0 fu¨r 50 mHz. Die
Breitengrade entsprechen dem Abstand vom Streuer β und die La¨ngengrade entsprechen dem Streuwinkel
ξ.
280˚
280˚
290˚
290˚
300˚
30
˚
310˚
310˚
320˚
32 ˚
330˚
330˚
340˚
34 ˚
350˚
50˚
0˚
˚
10˚
1 ˚
20˚
2
30˚
3 ˚
40˚
40˚
50
˚
5
˚
60
˚
60
˚
70
˚
70
˚
80
˚
80
˚
60˚ 60
˚
70˚ 70
˚
80˚ 80
˚
Abbildung 9.2: Abstrahlfeld einer isotropen Sto¨rung fu¨r 50 mHz.
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Abbildung 9.3: Das synthetische Seismogramm fu¨r die φ-Komponente der Love-Love Streuwelle.
250 s 500 s 750 s 1000 s 1250 s 1500 s 1750 s 2000 s 2250 s 2500 s
δω(+,+) = δL(
.
W ′ − 1
r
W ′)(
.
W − 1
r
W ) ∼ T 2 . (9.3)
Die Spannung T ∼
.
W − 1
r
W verschwindet an der Erdoberfla¨che und nimmt auch mit
zunehmender Tiefe zusammen mit dem Verschiebungsfeld der Oberfla¨chenwellen schnell
ab.
Abbildung 9.3 zeigt ein synthetischer Seismogramm fu¨r die φ-Kompoente des T-T-Streufeldes
der Fundamentalmoden. Fu¨r alle Seismogramme in diesem Abschnitt benutzen wir die
Formel 6.30 und den Verschiebungvektor zu berechnen. Der Streuer ist radial transversa-
lisotrop mit dem Elastisita¨tstensor (9.4) und befindet sich bei β = 28.5◦ und ξ = 0◦ auf
der Tiefe von 20 km. Die Epizentraldistanz betra¨gt 40◦
N = 0.3C A = 0.5C F = 0.25C L = 0.7C . (9.4)
Fu¨r den Parameter N bekommen wir aus (6.33)-(6.41)
δω(+2,+2) = δN
W ′W
r2
= δN
(
W
r
)2
(9.5)
A¨hnlich dem T-T-Streufeld ha¨ngt die Amplitude der spha¨roidal-toroidalen (S-T) Streung
nur von Parametern N und L und nicht von F,A und C ab.
Abbildung 9.4 zeigt ein synthetischer Seismogramm fu¨r die φ-Kompoente des S-T-Streufeldes
der Fundamentalmoden fu¨r eine transversalisotrope Sto¨rung (9.4). Diese induzierten Love-
Wellen werden auch als Pseudolove-Wellen bezeichnet.
Das toroidal-spheroidale (T-S) Streufeld wird, wie aus der Symmetrie der Modenkopplung
(6.32) und (6.33)-(6.41) ersichtlich ist, auch nur von N und L beeinflusst.
Im Gegensatz dazu ha¨ngt das spheroidal-spheroidale (S-S) Streufeld von allen fu¨nf Para-
metern C,N, F,A und L ab. Am einfachsten dabei ist wieder die Abha¨ngigkeit vom N ,
die wir aus (6.41) ableiten:
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Abbildung 9.4: Das synthetische Seismogramm fu¨r die φ-Komponente der Pseudolove-Welle.
250 s 500 s 750 s 1000 s 1250 s 1500 s 1750 s 2000 s 2250 s 2500 s
Abbildung 9.5: Das synthetische Seismogramm fu¨r die r-Komponente der Rayleigh-Rayleigh Streuwelle.
250 s 500 s 750 s 1000 s 1250 s 1500 s 1750 s 2000 s 2250 s 2500 s
δω(+2,+2) = δN
V ′V
r2
= δN
(
V
r
)2
. (9.6)
Abbildung 9.5 zeigt ein synthetischer Seismogramm fu¨r die r-Kompoente des S-S-Streufeldes
der Fundamentalmoden fu¨r eine transversalisotrope Sto¨rung (9.4).
Vergleicht man die Seismogramme fu¨r Love-Love und Rayleigh-Rayleigh Streuung, so wird
der Geschwindigkeitsunterschied von ca. 20% deutlich. Dies entspricht den experimentalen
Werten. Zum Beispiel lag beim grossen Kurilen-Erdbeben im Jahr 1994 die Gruppen-
geschwindigkeit der Fundamentalmode der Lovewellen mit 4.4 km/s etwa 18% u¨ber die
Gruppengeschwindigkeit der Fundamentalmode der Rayleighwellen ([3], Seiten 432,436).
Bei allen Seismogrammen ist dir normale Dispersion der Oberfla¨chenwellen deutlich zu
sehen ([5]).
9.3 Streuung der Raumwellen
Halten wir den Empfa¨nger fest und denken wir an einen Punktstreuer, so kann man das
Streufeld am Empfa¨nger als Funktion der Streuerposition betrachten v = v(rS, θS, φS, ω).
Alternativ ko¨nnen wir die Gro¨ssen β und ξ als Streuerkoordinaten benutzen:
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v = v(rS, θS, φS, ω) = v(rS, β, ξ, ω) . (9.7)
Im Weiteren werden wir uns den so genannten Empfindlichkeitskerne [6] bedienen:
v(RS, θS, φS, ω) =−
∑
n,n′
i
4c′U ′
Dˆk′0(a, θR, φR)
∫
Ω
dΩ
(
β
sin β
) 1
2
× (9.8)
×
+2∑
σ=0
[−ν ′0]σH(2)σ (z′0β)
+2∑
α=−2
Re
{
δω
(α,σ)
l0l′0
eiσξGˆ
(α)
l0
}
Φ(0)n (θ, φ, ω) ,
wobei a der Erdradius ist. Wir erinnern uns, dass Index k auch den Modentypindex t ∈
(S, T ) beinhaltet.
Wir haben das Gesamtfeldpotenzial mit dem Referenzpotenzial ersetzt und vernachla¨ssigen
auf diese Weise die Mehrfachstreuung in diesem Abschnitt.
Diese Gro¨ße, die von (4.22) abgeleitet ist, repra¨sentiert die Empfindlichkeit des Verschie-
bungsfeldes fu¨r eine Sto¨rung, die an einem bestimmtem Punkt untergebracht ist. An allen
anderen Punkten setzen wir beim Berechnen der Werte δω
(α,σ)
l0l′0
die Sto¨rung auf Null. Da-
mit wird der Kern zu einer Funktion der Position des Streuers (rS, θS, φS) oder (rS, β, ξ).
Die Abha¨ngigkeit von der Position des Empfa¨ngers besteht natu¨rlich weiterhin, ist fu¨r uns
aber uninteressant, da wir den Empfa¨nger fixiert halten.
Die Abbildungen auf folgenden Seiten zeigen unterschiedliche Schnitte durch die Emp-
findlichkeitskerne (9.8) einer radial transversalisotropen Sto¨rung im Zeitbereich. Die Fre-
quenzen bis zu 50 mHz wurden beru¨cksichtigt. Der Tensor der elastischen Konstanten hat
folgende vom Null abweichende Komponenten: C0000 6= 0,
C∓∓±± = 0.6C0000
C±∓±∓ = C∓±±∓ = 0.2C0000
C00∓± = C∓±00 = −0.25C0000
C0∓0± = C∓0±0 = C0∓±0 = C∓00± = −0.7C0000 . (9.9)
Beim Berechnen der Empfindligkeitskerne benutzen wir u¨berall, bis auf die wenigen explizit
ausgewiesenen Stellen, den rein anisotropen Teil davon. Dafu¨r setzen wir in (7.1) µ = λ = 0
und bekommen:
C0000 = C − F − 2L
C∓∓±± = 2N − 2L
C±∓±∓ = C∓±±∓ = A−N + L− F
C00∓± = C∓±00 = 0
C0∓0± = C∓0±0 = C0∓±0 = C∓00± = 0 . (9.10)
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Im Abschnitt 7.1 wurden die Symmetrieeigenschaften des Potenzialfaktors K fu¨r ein trans-
versalisotropies Modell beschrieben. Beim U¨bergang zum Verschiebungsfeld kommen das
Referenzfeld und der Differenzialoperator Dˆ als weitere Faktoren, die die Symmetrie bein-
flu¨ssen.
Aus der Formel (9.8) ist ersichtlich, dass die drei Komponenten des Streufeldes schematisch
folgendermassen geschrieben werden ko¨nnen
v1 = A(rS, β, ξ)Kˆ(β, ξ)Φ
(0) (9.11)
v2 = B(rS, β, ξ)
∂
∂θR
Kˆ(β, ξ)Φ(0) (9.12)
v3 = C(rS, β, ξ)
∂
∂φR
Kˆ(β, ξ)Φ(0) , (9.13)
wobei Kˆ der Potenzialfaktor (7.2) ist und A,B und C bestimmte Funktionen sind. Liegt
der Streuer am Großkreis Quelle-Empfa¨nger, so ist ξ = 0 und wir erwarten fu¨r einen
Punkstreuer:
∂
∂φR
Kˆ(β, ξ)Φ(0) =
∂
∂ξ
Kˆ(β, ξ)Φ(0) (9.14)
(9.15)
Fu¨r die Querkopplung gilt Kˆ(β, 0) = 0 und wir erwarten folglich fu¨r einen Streuer am
Großkreis Quelle-Empfa¨nger nur eine Verschiebungskomponente:
v1(β, 0) = v2(β, 0) = 0 (9.16)
v3(β, 0) = C(rS, β, 0)
∂
∂ξ
Kˆ(β, ξ)Φ(0) (9.17)
Fu¨r spha¨roidales Streufelld bedeutet das, dass der Verschiebungvektor nur die θ-Komponente
hat. Beim toroidalen Streufeld bleibt nur die φ-Komponente u¨brig.
Nehmen wir eine Explosionsquelle, so wu¨rde man die gleiche Abstrahlung in allen Richtun-
gen erwarten und die Symmetrieeigenschaften des Potenzialfaktors in einem transversali-
sotropen Fall wu¨rden sich beim Verschiebungfeld direkt wiederfinden lassen. Aus diesen
U¨berlegungnen wu¨rden wir fu¨r eienen Queschnitt durch das spha¨roidal-spha¨roidale Emp-
findlichkeitskern senkrecht zum Grosskreis Quelle-Empfa¨nger ein symmetrischen (geraden)
Bild erwarten. Das spha¨roidal-toroidale Streufeld soll dagegen antisymmetrisch (gerade)
sein.
Da eine symmetrische Quelle ausschließlich spha¨roidale Schwingungen erzeugt, brauchen
wir fu¨r ein toroidales Referenzfeld eine asymmetrische Quelle. Diese Asymmetrie u¨berlagert
die Symmetrie des Potenzialfaktors K und fu¨hrt in den meisten Fa¨llen zu einem asymme-
trischen Kernquerschnitt. Trotz dieser Asymmetrie verschwindet die radiale Komponente
des toroidal-spha¨roidalen Streufeldes fu¨r einen Streuer am Großkreis Quelle-Empfa¨nger.
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Tabelle 9.1: Symmetrie des Streufeldes eines radial transversalisotropen Streuers im Bezug auf den Streu-
winkel.
Referenzfeld spha¨roidal (Explosionsquelle) toridal (asymmetrische Quelle)
Streufeld
vSr gerade v = 0 bei ξ = 0
vSθ — v = 0 bei ξ = 0
vSφ — —
vTθ — —
vTφ ungerade —
Abbildung 9.6: Das synthetische Seismogramm fu¨r r-Komponente des Verschiebungsvektors fu¨r das Refe-
renzmodell. Fundamentalmoden sind nicht beru¨cksichtigt. Epizentraldistanz betra¨gt 40◦. Zeitangaben in
Sekunden.
250 s 500 s 750 s 1000 s 1250 s 1500 s
Wir fassen diese U¨berlegungen in der Tabelle 9.1 zusammen.
Das synthetische Seismogramm der Raumwellen fu¨r das Referenzmodells ist auf der Ab-
bildung 9.6 abgebildet. Das Eintreffen der S-Wellen erfolgt um ca. 15 min oder 900 s. Das
Eintreffen der im Mantel umkehrenden Scherwellen (SS) erfolgt um ca. 17 min. 30 sec
oder 1050 sec. Wir rechnen die Empfindlichkeitskerne in diesem Abschnitt fu¨r die Zeiten
unmittelbar danach. Der Katalog im Anhang E umfasst ein breiteres Zeitfenster und beide
Wellentypen.
Um die Modenkopplung zwischen spha¨roidalen und toroidalen Moden durch anisotrope
Sto¨rung zu verdeutlichen, betrachten wir eine toroidale Komponente des Streufeldes, die
durch spha¨roidale Moden des Referenzfeldes angeregt wird:
vT (a, θS, φS, ω) =−
∑
n,n′
i
4c′U ′
DˆTn′l′0(a)
∫
Ω
dΩ
(
β
sin β
) 1
2
× (9.18)
×
+2∑
σ=0
[−ν ′0]σH(2)σ (z′0β)
+2∑
α=−2
Re
{
δω
TS(α,σ)
l0l′0
eiσξ
}
Gˆ
(α)
l0
ΦS(0)n .
Wie bereits erwa¨hnt, erzeugt eine Explosionsquelle mit einem Momententensor, bei dem
nurr Mrr Komponente vom Null verschieden ist, keine toroidale Bewegungen in SNREI
Erde. Bei einer anisotropen Sto¨rung sollten solche Moden durch die Modenkopplung von
spha¨roidalen Moden angeregt werden.
Fu¨r Komponenten des Toroidalfeldes rechnen wir die Ableitungen der Funktion
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f(β, ξ) =
(
β
sin β
) 1
2
H(2)σ (z
′
0β)Re
{
δω
(α,σ)
l0l′0
eiσξ
}
(9.19)
aus. Wir schreiben
∂f
∂θR
=
∂f
∂β
∂β
∂θR
+
∂f
∂ξ
∂ξ
∂θR
∂f
∂φR
=
∂f
∂β
∂β
∂φR
+
∂f
∂ξ
∂ξ
∂φR
. (9.20)
und
∂f
∂β
=
1
2
(
β
sin β
)− 1
2
H(2)σ (z
′
0β) cos(σξ)
+
1
2
(
β
sin β
) 1
2
z′0
[
H
(2)
σ−1(z
′
0β) +H
(2)
σ+1(z
′
0β)
]
cos(σξ)
∂f
∂ξ
= −σ
(
β
sin β
) 1
2
H(2)σ (z
′
0β) sin(σξ) . (9.21)
Die Ableitungen ∂β
∂θR
, ∂β
∂φR
, ∂ξ
∂θR
und ∂ξ
∂φR
rechnen wir im Anhang A.1 aus.
Die folgenden Abbildungen sollen diese U¨berlegungen fu¨r den transversalisotropen Fall illu-
strieren. Im Anhang E befindet sich ein systematischer Katalog der Empfindligkeitskerne.
Die Fundamentalmoden sind ausfiltriert um die graphische Verzerrung in der Na¨he der
Oberfla¨che zu vermeiden. Die rote Farbe symbolisiert positive Beitra¨ge durch die Sto¨rung,
gru¨n-blaue Farbe - die negativen. Die Quelle befindet sich rechts bei 0◦. Der Empfa¨nger
befindet sich links bei 40◦. Die epizentrale Distanz betra¨gt also 40◦. Die Zeitangaben sind
relativ zum Zeitpunkt des Ereignisses an der Quelle. Die Schnitte senkrecht zum Großkreis
Quelle-Empfa¨nger verlaufen bei ca. 30◦.
Die Abbildung 9.7 zeigt den Grosskreisschnitt durch Empfindlichkeitskern fu¨r das toroidal-
toroidales Streufeld von einem radial transversalisotropen Streuer (9.10). Ein Strahlgang
einer von der Erdoberfla¨che einmal reflektierter SS-Welle ist deutlich zu sehen. Zum Ver-
gleich zeigt die Abbildung 9.8 den gleichen Schnitt zum Zeitpunkt des Eintreffens der
S-Welle.
Ahnliche Abbildung 9.9 zeigt die radiale Komponente des spha¨roidal-spheroidalen (S-S)
Streufeldes fu¨rs Eintreffen der SS-Welle.
Abbildung 9.10 zeigt einen vertikalen Schnitt senkrecht zum Grosskreis Quelle-Empfa¨nger
fu¨r das spha¨roidal-spheroidale (S-S) Streufeld von einem radial transversalisotropen Streu-
er (9.10). Ahnliche Abbildung 9.12 zeigt die φ-Komponente des toroidal-toroidalen (T-T)
Streufeldes fu¨r die gleiche Konstellation. Die im Abschnitt 7.1 fu¨r den Potenzialfaktors K
beschriebene Symmetrie fu¨hrt bei der S-S und T-T Streuung direkt zur Symmetrie des
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Verschiebungsfeldes. Leichte asymetrie des T-T Kernes ist durch asymmetrie der Quelle
verursacht: alle drei Diagonalkomponente des Momententensors in spha¨rischen Koordina-
ten sind hier vom Null verschieden.
Zum Vergleich zeigt die Abbildung 9.11 den gleichen Querschnitt fu¨r eine transversaliso-
trope Sto¨rung (9.9), die auch ein rein isotropen Anteil entha¨lt. Die Farbskalen der beiden
S-S Quesrschnitte sind identisch.
Die Abbildungen 9.13 und 9.14 zeigen die θ-Komponente des spha¨roidal-spheroidalen (S-
S) Streufeldes von einem radial transversalisotropen Streuer (9.10) fu¨r einen Großkreis
Quelle-Empfa¨nger und senkrecht dazu.
Abbildung 9.15 zeigt die θ-Komponente des toroidal-spheroidalen (T-S) Streufelded von
einem radial transversalisotropen Streuer (9.10) im Querschnitt senkrecht zu dem Groß-
kreis Quelle-Empfa¨nger. Dar Kern ist leicht asymmetrisch, da das toroidale Referenzfeld
durch assymetrische Quelle (Double-Couple) erzeugt wurde. Bei ξ = 0 hat das Streufeld
erwartungsgema¨ss keine θ-Komponente.
Abbildung 9.16 zeigt den Empfindlichkeitskern fu¨r die φ-Komponente des Verschiebungs-
vektors des spha¨roidal-toroidalen Streufeldes von einem radial transversalisotropen Streuer
(9.10) fu¨r eine Explosionsquelle. Der Querschnitt verla¨uft senkrecht zum Grosskreis Quelle-
Empfa¨nger.
Abbildung 9.17 zeigt den gleichen Querschnitt fu¨r die radiale Komponente des Verschie-
bungsvektors des toroidal-spha¨roidalen Streufeldes von einem radial transversalisotropen
Streuer (9.10). Wir nehmen in diesem Fall eine double-couple als Quelle. Die Asymtrie des
Bildes ist durch die Asymetrie der Quelle verursacht.
Zum Vergleich dazu zeigt die Abbildung 9.18 den gleichen Querschnitt durch Empfind-
lichkeitskerne fu¨r eine anisotrope Sto¨rung mit zwei vom Null abweichenden Elementen des
Elastisita¨tstensors γ++++ = (γ−−−−)∗, die auch transversale Symmetrie bricht. Asymme-
trie des Bildes ist durch Anisotropie des Modells verursacht.
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Abbildung 9.7: Der Großkreisschnitt Quelle-Empfa¨nger durch den Empfindlichkeitskern fu¨r die φ-
Komponente des Streufeldes vTφ fu¨r eine transversalisotrope Sto¨rung (9.10) zum Zeitpunkt des Eintreffens
der SS-Welle. Nur die toroidal-toroidale Streuung ist beru¨cksichtigt. Der Momententensor der Quelle ist
asymmetrisch: Mrr,Mθθ,Mφφ 6= 0.
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Abbildung 9.8: Der Großkreisschnitt Quelle-Empfa¨nger durch den Empfindlichkeitskern fu¨r die φ-
Komponente des Streufeldes vTφ fu¨r eine transversalisotrope Sto¨rung (9.10) zum Zeitpunkt des Eintreffens
der S-Welle. Nur die toroidal-toroidale Streuung ist beru¨cksichtigt. Der Momententensor der Quelle ist
asymmetrisch: Mrr,Mθθ,Mφφ 6= 0.
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Abbildung 9.9: Der Großkreisschnitt Quelle-Empfa¨nger durch den Empfindlichkeitskern fu¨r die radiale
Komponente des Streufeldes vSr fu¨r eine transversalisotrope Sto¨rung (9.10) zum Zeitpunkt des Eintreffens
der SS-Welle. Nur die spheroidal-spheroidale Streuung ist beru¨cksichtigt. Der Momententensor der Quelle
ist symmetrisch: nur Mrr 6= 0.
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Abbildung 9.10: Der Querschnitt durch den Empfindlichkeitskern senkrecht zum Großkreis Quelle-
Empfa¨nger fu¨r die radiale Komponente des Streufeldes vSr fu¨r eine transversalisotrope Sto¨rung (9.10)
zum Zeitpunkt des Eintreffens der SS-Welle. Nur die spheroidal-spheroidale Streuung ist beru¨cksichtigt.
Der Momententensor der Quelle ist symmetrisch: nur Mrr 6= 0.
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Abbildung 9.11: Der Querschnitt durch den Empfindlichkeitskern senkrecht zum Großkreis Quelle-
Empfa¨nger fu¨r die radiale Komponente des Streufeldes vSr fu¨r eine transversalisotrope Sto¨rung (9.9) mit
isotropem Anteil. Nur die spheroidal-spheroidale Streuung ist beru¨cksichtigt. Der Momententensor der
Quelle ist symmetrisch: nur Mrr 6= 0.
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Abbildung 9.12: Der Querschnitt durch den Empfindlichkeitskern senkrecht zum Großkreis Quelle-
Empfa¨nger fu¨r die φ-Komponente Komponente des Streufeldes vTφ fu¨r eine transversalisotrope Sto¨rung
(9.10) zum Zeitpunkt des Eintreffens der SS-Welle. Nur die toroidal-toroidale Streuung ist beru¨cksichtigt.
Der Momententensor der Quelle ist asymmetrisch: Mrr,Mθθ,Mφφ 6= 0.
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Abbildung 9.13: Der Großkreisschnitt Quelle-Empfa¨nger durch den Empfindlichkeitskern fu¨r die θ-
Komponente des Streufeldes vSθ fu¨r eine transversalisotrope Sto¨rung (9.10) zum Zeitpunkt des Eintreffens
der SS-Welle. Nur die spheroidal-spheroidale Streuung ist beru¨cksichtigt. Der Momententensor der Quelle
ist symmetrisch: nur Mrr 6= 0.
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Abbildung 9.14: Der Querschnitt durch den Empfindlichkeitskern senkrecht zum Großkreis Quelle-
Empfa¨nger fu¨r die θ-Komponente des Streufeldes vSθ fu¨r eine transversalisotrope Sto¨rung (9.10) zum
Zeitpunkt des Eintreffens der SS-Welle. Nur die spheroidal-spheroidale Streuung ist beru¨cksichtigt. Der
Momententensor der Quelle ist symmetrisch: nur Mrr 6= 0.
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Abbildung 9.15: Der Querschnitt durch den Empfindlichkeitskern senkrecht zum Großkreis Quelle-
Empfa¨nger fu¨r die θ-Komponente des Streufeldes vSθ fu¨r eine transversalisotrope Sto¨rung (9.10) zum
Zeitpunkt des Eintreffens der SS-Welle. Nur die toroidal-spheroidale Streuung ist beru¨cksichtigt. Der Mo-
mententensor der Quelle ist asymmetrisch (Double-Couple).
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Abbildung 9.16: Der Querschnitt durch den Empfindlichkeitskern senkrecht zum Großkreis Quelle-
Empfa¨nger fu¨r die φ-Komponente des Streufeldes vTφ fu¨r eine transversalisotrope Sto¨rung (9.10) zum
Zeitpunkt des Eintreffens der SS-Welle. Nur die spheroidal-toroidale Streuung ist beru¨cksichtigt. Der Mo-
mententensor der Quelle ist symmetrisch: nur Mrr 6= 0.
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Abbildung 9.17: Der Querschnitt durch den Empfindlichkeitskern senkrecht zum Großkreis Quelle-
Empfa¨nger fu¨r die radiale Komponente des Streufeldes vSr fu¨r eine transversalisotrope Sto¨rung (9.10)
zum Zeitpunkt des Eintreffens der SS-Welle. Nur die toroidal-spheroidale Streuung ist beru¨cksichtigt. Der
Momententensor der Quelle ist Double-Couple.
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Abbildung 9.18: Der Querschnitt durch den Empfindlichkeitskern senkrecht zum Großkreis Quelle-
Empfa¨nger fu¨r die radiale Komponente des Streufeldes vSr fu¨r eine transversalanisotrope Sto¨rung mit
zwei vom Null abweichenden Elementen des Elastisita¨tstensors γ++++ = (γ−−−−)∗. Nur die spheroidal-
spheroidale Streuung ist beru¨cksichtigt. Der Momententensor der Quelle ist symmetrisch: nur Mrr 6= 0.
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Die in der vorliegenden Arbeit vorgestellte Methode ermo¨glicht Berechnen von syntheti-
schen Seismogrammen fu¨r eine sehr breite Klasse der aspha¨rischen Erdmodellen. Sowohl
laterale Inhomohenita¨ten als auch Erdrotation und Anelastisita¨t ko¨nnen beru¨cksichtigt
werden.
Eine besondere Aufmerksamkeit wurde anisotropen Modellen gewidmet. Dabei wurde die
Methode fu¨r eine beliebige anisotrope Sto¨rung numerisch umgesetzt und auf Raum- und
Oberfla¨chenwellen angewandt.
Die durch Anisotropie des Modells verursachte Kopplung der Moden unterschiedlicher
Typen wurde detaliert betrachtet. Fu¨r ein transversalisotropes Medium haben wir die
Abha¨ngigkeit der Modenkopplung von den Materialparametern untersucht.
Die Inversion auf Basis vorgestellter Methode wu¨rde eine Vielzahl geologisch relevanten
Probleme fu¨r die seismische Analyse zuga¨ngiger machen. Die Untersuchungen der geometri-
schen Aspekte der Subduktionszonen oder die Kla¨rung der mantelbasierten Mechanismen
der Plattenbewegungen wu¨rden von Informationen u¨ber die makroskopische Anisotropie
der jeweiligen Umgebung profitieren.
Zum Anderen beinhaltet das Preliminary Reference Earth Model [4] einen anisotropen
Bereich im oberen Mantel zwischen 24,4 und 220 km, in dem die P und S Wellen sich
in horizontale Richtung um 2% bis 4% schneller fortpflanzen als in vertikale Richtung.
Nimmt man dieses Modell als Ausgangpunkt der Inversion, so muss man in der Lage sein,
die Anisotropie zu beru¨cksichtigen.
Im Rahmen dieser Arbeit implementiertes Berechnen der Empfindlichkeitskerne, die nichts
anderes als partielle Ableitungnen des Seismogramms nach den Modellparametern dar-
stellen, bildet die Basis fu¨r eine effiziente Inversion. Die zur Zeit vorhandene numerische
Umsetzung der verallgemeinerten Methode beschra¨nkt sich auf die Berechnung der Emp-
findlichkeitskerne. Die Beru¨cksichtigung der Mehrfachstreuung sowie das eigentliche Inver-
sionsverfahren mu¨ssen noch eingebaut werden.
Nimmt man an, dass die Streung in Vorwa¨rtsrichtung dominiert, kann der Mehrfachstreung
durch konzentrisches Einordnen der Strukturzellen und durch geordnetes Fortstreiten der
Kalkulation vom Innen nach Aussen Rechnung getragen werden [6].
Genau wie fu¨r die Empfindlichkeitskerne kann die numerische Umsetzung der Inversion
durch Anpassen der Implementierung von Wolfgang Friederich durchgefu¨hrt werden. Wir
erwarten dabei keine wesentliche programmiertechnische Schwierigkeiten. Viel spannender
und vermutlich problematischer werden die Wahl und die Zusammenstellung der Daten
sowie das Parametrisieren des Modells.
Ein weiteres interessantes Problem stellt die Klassifizierung der einzelnen Empfindlich-
keitskerne und ihre analytische Begru¨ndung dar.
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Anhang A
Mathematischen Grundlagen
A.1 Epizentrale Koordinaten
Betrachten wir einen Streuer mit Koordinaten φS, θS und einen Empfa¨nger mit Koordina-
ten φR, θR und berechnen die Transformation in die epizentrale Koordinaten mit dem Pol
beim Streuer.
Als erstes fu¨hren wir eine Transformation φ = φ − φS durch. Danach hat der Streuer die
Koordinaten (θ, 0).
Betrachten wir jetzt einen Schnitt durch Empfa¨nger parallel zum Großkreis φ = 0. Der
Radius des Schnittes sei r und γ sei der Winkel zum Empfa¨nger von der Fla¨che θ = pi
2
in
diesem Schnitt:
sin γ =
cos θR
r
(A.1)
cos γ =
sin θR cosφR
r
. (A.2)
Drehen wir jetzt um den Winkel θS, so dass der Streuer danach die Koordinaten (0, 0) hat.
Dabei seien β, ξ die Empfa¨ngerkoordinaten nach der Drehung. Wir bekommen:
sin(γ + θS) =
cos β
r
(A.3)
cosβ = r sin(γ + θS) = r cos θS sin γ + r sin θS cos γ (A.4)
= cos θS cos θR + sin θS sin θR cosφR (A.5)
cos(γ + θS) =
sin β cos ξ
r
(A.6)
cos ξ sin β = r cos(γ + θS) = r cos θS cos γ − r sin θS sin γ (A.7)
cos ξ =
cos θS sin θR cosφR − sin θS cos θR
sin β
. (A.8)
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Abbildung A.1: Geometrie der Transformation in die epizentralen Koordinaten.
Eine einfachere Formel fu¨r ξ bekommen wir durch folgende Beobachtung: der Abstand der
beiden vertikalen Schnittkreise betra¨gt sin β sin ξ = sin θR sinφR. Daraus bekommen wir:
sin ξ =
sin θR sinφR
sin β
. (A.9)
Fu¨r die Ableitungen schreiben wir
d cos β = − sin βdβ (A.10)
dβ = −d cos β
sin β
(A.11)
d(sin ξ sin β) = sin βd sin ξ + sin ξd sin β = sin β cos ξdξ + sin ξ cos βdβ (A.12)
dξ =
d(sin θR sinφR)− sin ξ cos βdβ
sin β cos ξ
; (A.13)
und folglich:
∂β
∂θR
=
cos θS sin θR − sin θS cos θR cosφR
sin β
(A.14)
∂β
∂φR
=
sin θS sin θR sinφR
sin β
(A.15)
∂ξ
∂θR
=
sinφR cos θR − cos β sin ξ ∂β∂θr
sin β cos ξ
(A.16)
∂ξ
∂φR
=
cosφR sin θR − cos β sin ξ ∂β∂φr
sin β cos ξ
. (A.17)
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A.2 Kanonische Koordinaten
Betrachtet man einen Operator Dˆ(dω) der Rotation um einen kleien Winkel dω um die
Achse dω , so kann man in der ersten Na¨herung schreiben:
Dˆ(dω) = Iˆ+ idω · Jˆdω . (A.18)
Iˆ ist der Einheitsoperator und Jˆdω - ein neuer Operator, der die eigentliche Vera¨nderung
durch Rotation beschreibt.
Wendet man die Rotation auf einen Vektor an, so wirkt diese sowohl auf Basisvektoren als
auch auf die Vektorkomponenten: Jˆdωv = Jˆdω(v
iei) = (Jˆdωv
i)ei + v
iJˆdωei.
Als Rotationsachsen dω betrachtet man in erster Linie die Basisvektoren selbst und sucht
einen Basis aus Eigenvektoren solcher Rotationsoperatoren: Jˆejei = λjiei.
Wir verwenden die kovarianten Basisvektoren e0, e+ und e−:
e0 = er (A.19)
e− =
1√
2
(eθ − ieφ) (A.20)
e+ = − 1√
2
(eθ + ieφ) (A.21)
und die kontravarianten Vektoren e0, e+ und e−:
e0 = er (A.22)
e− =
1√
2
(eθ + ieφ) (A.23)
e+ = − 1√
2
(eθ − ieφ) , (A.24)
die diese Anforderungen erfu¨llen. Dabei gilt sogar λ0i = 0, das heisst die kanonischen
Basisvektoren bleiben bei Rotation um die radiale Achse unvera¨ndert und folglich Jˆrv =
Jˆr(v
iei) = (Jˆrv
i)ei.
Die Vektorkomponenten vera¨ndern sich dabei auf eine sehr natu¨rliche Weise: die Formel
(A.23) errinert an die Definition einer komplexen Zahl z = x + iy, deren Drehung um
einen Winkel ω einem Multiplizieren mit dem Fanktor eiω entspricht. Ahnalog dazu gilt
Jˆr(ω)v
α = eiαωvα.
Wir merken, dass eα = e∗α, und definieren den Einheitstensor gαβ = eαeβ mit den drei
vom Null abweichenden Komponenten: g00 = 1 und g+− = g−+ = −1.
Der Tensor g kann fu¨rs Umrechnen von ko- und kontravarianten Komponenten benutzt
werden. Zum Beispiel eα = gαβe
β oder gαβ = g
γαgγβ, wobei g
γα = eγ · eα. Damit ist es
leicht zu zeigen, dass gαβ = gαβ und g
α
β = δ
α
β .
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Entwickelt man einen Vektor nach kanonischen Basisvektoren v = vαeα = vαe
α, so folgt
fu¨r den komplexkonjugierten Vektor:
v∗ = vαe∗α = vαeα = gαβvαeβ . (A.25)
Wichtige Bemerkung zur Notation: konjugierte kovariante Gro¨ßen verhalten sich bezu¨glich
Summationsregeln als kontravariante und umgekehrt.
Fu¨r den Gradient merken wir, dass
∇u = eα∂α(uγeγ)
= eαeγ∂
αuγ + eαu
γ∂αeγ
= eαeγ∂
αuγ + eαeσu
γΓασγ
= eαeσ
[
∂αuσ + uγΓασγ
]
= eαeσu
σ|α , (A.26)
wobei Γασγ die Christoffelsymbole sind.
Mit dieser Definition von uσ|α .= ∂αuσ + uγΓασγ schreiben wir:
(∇u)αγ = uγ|α . (A.27)
Analog dazu bekommen wir fu¨r den konjugierten Vektor u∗:
u∗ = (uβeβ)∗ = uβe∗β = uβg
γβeγ (A.28)
und folglich (u∗)γ = gγβuβ.
Die konjugierten kovarianten Vektorkomponenten verhalten sich wie kontravariante und
gγβu′β bedeutet eine implizite Summation u¨ber β.
Fu¨r ∇u∗ bekommen wir dann
∇u∗ = eα∂α(uτgτγeγ)
= eαeγg
τγ∂αuτ + eαuτg
τγ∂αeγ . (A.29)
Unter Beru¨cksichtigung von ∂α = gµα∂µ fahren wir fort:
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∇u∗ =
= eαeγg
τγgµα∂µuτ + eαuτg
µα∂µgτγeγ
= eαeγg
τγgµα∂µuτ + eαuτg
µα∂µeτ
= eαeγg
τγgµα∂µuτ + eαuτg
µαΓµστ eσ
= eαeγg
τγgµα∂µuτ + eαuτg
µαgνσΓµστ eν
= eαeνg
σνgµα[∂µuσ + uτΓµστ ]
= eαeνg
σνgµαuσ|µ
(A.30)
und fu¨r eine bestimmte Komponente:
(∇u∗)αγ = gγβgσαuβ|σ . (A.31)
Da die Formel (A.28) auch fu¨r den Vektor Nabla gilt, bekommen wir leicht:
(∇u∗)αγ = (∇∗u∗)αγ (A.32)
- es ist also unerheblich ob man Gradient eines Vektors in den urspru¨nglichen oder in den
konjugierten Koordinaten ausrechnet.
Zum Schluß merken wir, dass fu¨r einen reellen Tensor T = T∗ gilt. Auf Komponentenbasis
bedeutet das
T = T αβ...ξeαeβ...eξ
= T∗ = Tαβ...ξe∗αe
∗
β...e
∗
ξ
= (−1)α+β+...+ξTαβ...ξe−αe−β...e−ξ
und wir bekommen1: T αβ...ξ = (−1)α+β+...+ξT−α−β...−ξ.
Weitere Informationen u¨ber die Vektoralgebra in kanonischen Koordinaten findet man im
Buch von Dahlen und Tromp [3], oder in der Originalarbeiten von Gelfand und Shapiro
[7], Phinney und Burridge [14] sowie in den Kommentaren von Huang und Liao [10].
A.3 Kugelfunktionen
Wir definieren die klassischen Kugelfunktionen Ylm(θ, φ) wie folgt
2:
1Diese Beziehung stimmt zwar zahlenma¨ßig, ist im Sinne der Tensoralgebra aber irrefu¨hrend, denn auf einer Seite eine
kovariante und auf der anderen Seite eine kontravariante Gro¨ße steht. Benutzt man diese Formel in einem Kontext, in dem
die implizite Summationsregel verwendet wird, so geht die Summation gegebenfalls verloren.
2In den anderen Gebieten der Geophysik, zum Beispiel bei geomagnetischen Studien, versteht man unter einer Kugelfunk-
tion eine im Gesamtraum und nicht nur auf der Kugeloberfla¨che definierte Lo¨sung der entsprechenden Differenzialgleichungen.
Fu¨r die hier definierten Funktionen benutzt man dann den Begriff ’Oberfla¨chenkugelfunktion’.
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Ylm = (−1)m
√
2l + 1
4pi
√
(l −m)!
(l +m)!
Plm(cos θ)e
imφ , (A.33)
wobei Plm die zugeordneten Legendrepolynome sind:
Plm(µ) =
1
2l
1
l!
(1− µ2)m2 ( d
dµ
)l−m(µ2 − 1)l , (A.34)
mit der Eigenschaft Pl,−m = (−1)m (l−m)!(l+m)!Plm.
Die verallgemeinerten Kugelfunktionen definieren wir folgendermaßen:
Y Nlm = P
N
lm(cos θ)e
imφ , (A.35)
wobei PNlm die verallgemeinerten zugeordneten Legendrepolynome sind:
PNlm(µ) =
1
2l
[
1
(l +N)!(l −N)!
] 1
2
[
(l +m)!
(l −m)!
] 1
2
× (1− µ)− 12 (m−N)(1 + µ)− 12 (m+N)
× ( d
dµ
)l−m
[
(µ− 1)(l−N)(µ+ 1)l+N] , (A.36)
mit den Eigenschaften P 0lm(µ) = (−1)m
√
(l−m)!
(l+m)!
Plm(µ) und P
−N
l,−m = P
N
lm.
Fu¨r die Kugelfunktionen beider Arten bekommen wir die Beziehung Ylm = γlY
0
lm, wobei
γl =
√
2l+1
4pi
.
Anhang B
Rayleigh-Prinzip
In disem Anhang folgen wir Woodhouse und Dahlen [16] und zeigen, dass die Kopplungs-
matrix Z (2.4) als ein Integral von der biliniaren Form (2.5) des Verschiebungsvektors und
dessen ersten ra¨umlichen Ableitungen geschrieben werden kann.
Ein mechanisches System kann mit Hilfe des Lagrange-Funktionals L beschrieben wer-
den. Dabei ha¨ngt der Funktional von den unabha¨ngigen Koordinaten (Freiheitsgrade) der
beteiligten Subsysteme (Teilchen), von deren Geschwindigkeiten und von den Modellpa-
rametern, die sowohl innere als auch a¨ussere Kra¨fte beschreiben [11]:
L = L(si(t),
dsi(t)
dt
, pk) . (B.1)
Dabei sind si der Radiusvektor des i-ten Subsystems und pk - der k-te Element des Vektors
der Modellparameter.
Die Bewegungsgleichung kann aus dem Prinzip der kleinsten Aktion abgeleitet werden. Das
Prinzip besagt, dass die Variation des Lagrange-Funktionals fu¨r alle physikalisch zula¨ssige
Variationen der Funktionen si(t) und
dsi(t)
dt
verschwinden muß. In Seismologie hat man mit
einem Kontinuum zu tun und benutzt fu¨r die Beschreibung der Bewegung anstatt si eine
Funktion des Raumvektors s(t, r).
Nimmt man an, dass im Zustandsraum des Systems einen stabilen Ruhezustand gibt, in
dem u¨berall s(t, r) = 0 und ds(t,r)
dt
= 0 gilt, und jede erzwungene kleine Abweichung von
entsprechenden Ru¨ckstellkra¨ften zuru¨ckgefu¨hrt wird, so kann man in der Na¨he dieses Ru-
hezustand von einem harmonischen Schwingungssystem sprechen. Dabei ist die Ru¨ckstell-
kraft proporzional der Deformation, beziehungsweise den ersten ra¨umlichen Ableitungen
des Verschiebungsvektors s(t, r).
Benutzt man die Notation des Kappitels 1, so kann der Lagrange-Funktional im Frequenz-
bereich wie folgt geschrieben werden:
L =
1
2
ρω2(s, s)− 1
2
(s, Hˆs) . (B.2)
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Variiert man das Feld s, kann fu¨r die Variation des Lagrange-Funktionals unter Beru¨ck-
sichtigung des Hermitita¨ts des Operators Hˆ geschrieben werden:
δL = (δs, ρω2s−Hs) = 0 . (B.3)
Es ist klar, dass diese Variation dann und nur dann unabha¨ngig von der Variation δs
verschwindet, wenn das Feld s die Bewegungsgleichung ρω2s−Hs = 0 erfu¨llt. Das ist das
Rayleigh-Prinzip.
Um den physikalischen Inhalt des Lagrange-Funktionals zu kla¨ren, merken wir, dass die
Formel (B.5) wie folgt geschrieben werden kann:
L = EK − EP . (B.4)
Dabei sind im Frequenzbereich EK =
1
2
ρω2(s, s) die kinetische Energie und EP = EP (s,∇s, pk)
- die potentialle Energie, Funktionen des Verschiebungsvektors, dessen ersten ra¨umlichen
Ableitungen und der Modellparametern pk.
Woodhouse und Dahlen [16] geben den folgenden Ausdruck fu¨r Lagrange-Funktional eines
rotierenden radialsymmetrischen Erdmodells an:
L =
∫
V
ℵdV +
∫
Σ
[=]+−dΣ (B.5)
ℵ = ρ0(−ω2sis∗i + 2iωijkΩri sjs∗k + siφ∗1,i + s∗iφ1,i + sis∗jΦ0,ij)
+ (4piG)−1φ1,iφ∗1,i + Cijklsj,is
∗
l,k
= = 1
2
[nisi(pi0s
∗
j);j + nis
∗
i (pi0sj);j − pi0nisjs∗i;j − pi0nis∗jsi;j] ,
wobei u¨ber die in einem Summand mehrmals vorkommenden Indizes impliziert summiert
wird.
Die Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation Ωr, der Tensor der Materialkonstanten C, die
Normalkomponente der Spannung an den Grenzfla¨chen beim ungesto¨rtem Modell pi0 =
n ·T0 · n und das Geopotenzial des ungesto¨rten Modells Φ0 = φ0 − 12 [Ωr02r2 − (Ωr · r)2] ,
das sowohl die Gravitation als auch die Rotation der Erde beru¨cksichtigt, sind gegebene
Modellparameter.
Die Sto¨rung des Gravitationspotenzials φ1 = φ− φ0 ist wie folgt definiert:
∇ · (∇φ1) = −4piG∇ · (ρ0s) . (B.6)
Daraus wird ersichtlich, dass der Lagrange-Funktional als eine bilineare Form der Kompo-
nenten des Verschiebungsvektors und deren ersten ra¨umlichen Ableitungen gesehen werden
kann. Koeffizienten dieser Form sind durch ModellparameterΩr,C, ρ, pi0 und φ0 bestimmt.
Betrachtet man ein Modell, das von der Radialsymmetrie leicht abweicht, so ko¨nnen die
neuen Eigenfrequenzen und Eigenfunktionen mit Hilfe des Rayleigh-Prinzips gefunden wer-
den, indem neben dem Verschiebungvektor auch die Frequenz ω und die Modellparameter
pk variiert werden.
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Fu¨r die Gesamtvariation schreiben wir schematisch in der ersten Na¨herung
δL = δsL+ δpL+ δωL . (B.7)
Dabei verschwindet laut (B.3) die Variation durch Vera¨nderung des Verschiebungsvektors:
δsL = 0 und wir bekommen
δL = δωL+ δpL = ωδω(s, s)− 1
2
(s, (δHˆ − ω2δρ)s) (B.8)
oder, unter Beru¨cksichtigung der Definition Zˆ = δHˆ − ω2δρ,
δpL = −1
2
(s, Zˆs) . (B.9)
Wir suchen den gesto¨rten Verschiebungsvektor s als Superposition der ungesto¨rten Eigen-
funktionen sk mit den Koeffizienten qk:
s =
∑
k
qksk (B.10)
und bekommen unter Beru¨cksichtigung von (B.9):
δpL = −1
2
∑
k,k′
qkqk′(sk′ , Zˆsk) . (B.11)
Vergleicht man das mit (B.5), so wird es klar, dass die Matrix Z im Frequenzbereich als
Integral u¨ber eine biliniare Form des Verschiebungsvektors und dessen ersten ra¨umlichen
Ableitungen geschrieben werden kann.
Im Haupttext betrachten wir nur den Volumentintegral in (B.5). Diese Vereinfachung ver-
nachla¨ssigt die Perturbationen der Grenzfla¨chen. Fu¨r die Studien der Anisotropie ist diese
Vereinfachung gerechtfertigt, da der Anisotropietensor in (B.5) nur unter dem Volumen-
integral vorkommt.
Anhang C
Operatoren G
In diesem Anhang geben wir die expliziten Ausdru¨cke fu¨r die Differenzialoperatoren Gˆ
(α)
l :
Gˆ
(0)
l = 1 (C.1)
Gˆ
(±1)
l = H
±
0 = ∓
∂
∂θ
+
i
sin θ
∂
∂φ
(C.2)
Gˆ
(±2)
l = H
±
1 H
±
0 =
[
2
∂2
∂θ2
−∇21
]
± i
[
2 cot θ
sin θ
∂
∂φ
− 2i
sin θ
∂2
∂φ∂θ
]
,
wobei
∇21 =
∂2
∂θ2
+ cot θ
∂
∂θ
+
1
sin2 θ
∂2
∂φ2
. (C.3)
Eine weitere Eigenschaft ist: G(−α) = (−1)αG(α).
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Anhang D
Erzeugungskoeffizienten fu¨r eine
impulsive Quelle
Die von Friederich [6] benutzten expliziten Ausdru¨cke fu¨r die Koeffizienten qn′l′s aus (4.23)
gelten nur fu¨r die drehmomentfreien Quellen und stammen urspru¨nglich von Phinney und
Burridge [14], [10].
Da die fu¨r uns wichtige Form (4.23) dieser Einschra¨nkung nicht bedarf, rechnen wir hier
die Gro¨ßen qnls ohne weiteren Annahmen.
Wir fangen mit dem Ausdruck (4.29) an:
u0lm = −
∇s∗lm(rq) :M(rq)
ω2l − ω2
= − qlm
ω2l − ω2
oder
qlm = ∇s∗lm(rq) :M(rq) . (D.1)
Der obere Index 0 bei u0lm soll nur darauf hinweisen, dass es sich um das ungesto¨rte
Referenzfeld handelt. Die radiale Eigenzahl n ist bei allen Gro¨ßen als Index implizit vor-
ausgesetzt.
Entwickeln wir den Gradient der konjugierten Eigenfunktionen nach den verallgemeiner-
ten Kugelfunktionen. Im kanonischen Koordinatensystem e0, e+, e− schreiben wir unter
Beru¨cksichtigung von (A.31):
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qlm =(M
00s
0|0
lm +M
+−s−|+lm +M
−+s+|−lm )P
0
lm(1)
+(M0+s
+|0
lm +M
+0s
0|+
lm )P
+1
lm (1)
+(M0−s−|0lm +M
−0s0|−lm )P
−1
lm (1)
+M++s
+|+
lm P
+2
lm (1) (D.2)
+M−−s−|−lm P
−2
lm (1) .
Die Entwicklung findet an der Quelle bei θ = 0 statt. Beru¨cksichtigt man die Beziehung
PNlm(1) = δNm, so bleiben nur die folgenden Gro¨ßen vom Null verschieden:
ql,0 =M
00s
0|0
l,0 −M+−s−|+l,0 −M−+s+|−l,0
ql,1 =M
0+s
+|0
l,1 +M
+0s
0|+
l,1
ql,−1 =M0−s
−|0
l,−1 +M
−0s0|−l,−1
ql,2 =M
++s
+|+
l,2 (D.3)
ql,−2 =M−−s
−|−
l,−2 ,
oder mit Hilfe der Gleichungen (6.18) bis (6.22)
ql,0 =
γl
r
[
(
[
Ω0l
]2
Vl − Ul)(M+− +M−+) + i
[
Ω0l
]2
Wl(M
−+ −M+−)
]
+ γl
.
U lM
00
ql,1 =
γl
r
Ω0l (Ul − Vl − iWl)M+0 + γlΩ0l (
.
V l + i
.
W l)M
0+
ql,−1 =
γl
r
Ω0l (Ul − Vl + iWl)M−0 + γlΩ0l (
.
V l − i
.
W l)M
0−
ql,2 =
γl
r
Ω0lΩ
2
l (Vl + iWl)M
++ (D.4)
ql,−2 =
γl
r
Ω0lΩ
2
l (Vl − iWl)M−− .
